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Magistrsko delo naj obravnava hierarhi£ni produkt grafov. Hierarhi£ni produkt naj
bo najprej vpeljan na na£in, kot je bil prvi£ vpeljan v literaturi, nato pa naj bo vpe-
ljan ²e posplo²eni hierarhi£ni produkt. Jedro dela naj obravnava problem faktoriza-
cije in problem dominacije v hierarhi£nem produktu. Ker je (posplo²eni) hierarhi£ni
produkt posplo²itev klasi£nega kartezi£nega produkta grafov, naj bodo predstavljeni
tudi paralelni rezultati za slednjo grafovsko operacijo. Osnovna literatura:
• S.E. Anderson, Y. Guo, A. Tenney in K.A. Wash, Prime factorization and
domination in the hierarchical product of graphs, Discussiones Mathematicae
Graph Theory 37 (2017) 873890.





Delo obravnava kartezi£ni, hierarhi£ni (korenski) in (posplo²eni) hierarhi£ni pro-
dukt. Zanima nas, £e lahko poljuben enostaven kon£en graf enoli£no zapi²emo kot
hierarhi£ni produkt grafov, ki so glede na ta produkt nerazcepni. Ker je hierarhi£ni
produkt posplo²itev kartezi£nega produkta, trditev najprej preverimo za slednjega.
Za oba produkta obravnavamo tudi problem dominacije. Izpeljemo nekaj mej za
dominantno ²tevilo kartezi£nega in hierarhi£nega produkta ter predstavimo nekaj
rezultatov v povezavi z Vizingovo domnevo.
Hierarchical product of graphs
Abstract
The dissertation is a study of three productsthe Cartesian, the hierarchical (roo-
ted) and the (generalized) hierarchical product. We discuss whether it is possible to
uniquely represent every simple nite graph as a hierarchical product of graphs that
can not be factorized with respect to the hierarchical product. As the hierarchical
product is a generalization of the Cartesian product, we rst explore the problem
for the latter. We deal with the question of domination of both products. We de-
rive some bounds for the domination number of the Cartesian and the hierarchical
product and present some results in relation to Vizing's conjecture.
Math. Subj. Class. (2010): 05C69, 05C70, 05C76
Klju£ne besede: kartezi£ni produkt, korenski produkt, hierarhi£ni produkt, fak-
torizacija, dominacija





Gra so osnovna kombinatori£na struktura, produkt pa je osnovna algebrai£na ope-
racija, zato ni presenetljivo, da imajo rezultati s podro£ja grafovskih produktov
²tevilne vzporednice z drugimi vejami matematike, kot na primer teorijo mnoºic in
algebro. Aplikativna plat grafovskih produktov zajema ²irok spekter podro£ji na
£elu z ra£unalni²tvom, kemijo, genetiko in mehaniko. Prednja£i seveda uporabnost
pri modeliranju omreºij, ki so ob razcvetu spleta in nara²£anju koli£ine podatkov
zelo aktualna tematika.
Produkt grafov je binarna operacija, tipi£no denirana na mnoºici kon£nih, eno-
stavnih grafov, ki jo ozna£imo z Γ. Omejujemo se torej na grafe brez zank in
vzporednih povezav, katerih mnoºica vozli²£ je kon£na. e ne navedemo dodatnih
omejitev, je grafovski produkt zelo ²irok pojem, a tipi£no zanj zahtevamo nekatere
osnovne algebrai£ne lastnosti, ki dajo operaciji smisel in teºo. Na ta na£in se nabor
produktov bistveno zmanj²a. Tako se na primer izkaºe, da je asociativnih produk-
tov G ∗ H, za katere je V (G ∗ H) = V (G) × V (H), natanko dvajset. V delu se
bomo osredoto£ili na dva produktakartezi£ni in hierarhi£ni. Slednji je, kot bomo
videli pozneje, posplo²itev prvega in je bil sprva uveden v skladu z denicijo, ki
jo danes ena£imo s takoimenovanim korenskim produktom. Z izrazom hierarhi£ni
produkt danes ozna£ujemo operacijo, ki je posplo²itev korenskega (in tudi karte-
zi£nega) produkta. Ime izhaja iz hierarhi£nega razmerja med vozli²£i, ki je pogost
atribut tovrstnih grafov. Ravno ta lastnost daje tej operaciji potencial za uporabo
pri modeliranju omreºij, kjer so tipi£no nekatera vozli²£a bolj pomembna od drugih.
Ker gre za posplo²itev kartezi£nega produkta, so ²tudije na tem podro£ju usmer-
jene predvsem v preverjanje veljavnosti rezultatov, ºe znanih za kartezi£ni produkt.
Vez je res mo£na in ve£ina razmislekov se jasno opira na ºe dokazana dejstva. Vse-
eno imajo nova dognanja v povezavi s hierarhi£nim produktom velik pomen tako v
teoreti£nih, kot v prakti£nih vodah.
V magistrskem delu najprej obravnavamo kartezi£ni produkt. Ogledamo si nekaj
osnovnih lastnosti, katerih razumevanje je potrebno za poznej²e izpeljave. V drugem
poglavju se lotimo problema faktorizacije in dominacije v kartezi£nem produktu. V
tem razdelku uvedemo tudi osnovne pojme za obravnavo navedenih problemov. V
tretjem poglavju najprej deniramo hierarhi£ni produkt in izpeljemo nekaj lastnosti;
bolj podrobno predstavimo pojem vozli²£ne hierarhije in metri£ne lastnosti. Sledi
posplo²itev hierarhi£nega produkta. V £etrtem poglavju obravnavamo problem fak-
torizacije, v petem pa problem dominacije v hierarhi£nem produktu. Trditve in
denicije so skozi celotno delo podkrepljene s konkretnimi primeri.
1.1 Nekaj osnovnih pojmov iz teorije grafov
V tem poglavju deniramo nekaj splo²nih pojmov in oznak, katerih poznavanje je
dobrodo²lo za razumevanje poznej²ih izpeljav.
Z n(G) ozna£imo ²tevilo vozli²£ z m(G) pa ²tevilo povezav grafa G.
Sosednost vozli²£ g, g′ ∈ V (G) bomo ozna£ili z g ∼ g′.
Stopnja degG(v) vozli²£a v v grafu G je ²tevilo inciden£nih povezav vozli²£a v. Pra-
vimo, da je graf regularen, £e so stopnje vseh njegovih vozli²£ enake in k-regularen,
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£e je stopnja vseh njegovih vozli²£ enaka k ∈ N.
Izomorzem grafov G in H je bijektivna preslikava f : V (G) → V (H), za katero sta
vozli²£i g in g′ grafa G sosednji natanko tedaj, ko sta vozli²£i f(g) in f(g′) sosednji
v grafu H.
Naj bosta G in H grafa. Z G + H ozna£imo disjunktno unijo grafov. To je graf,
katerega mnoºica vozli²£ je disjunktna unija mnoºic vozli²£ grafov G in H, mnoºica
povezav pa je disjunktna unija mnoºic povezav grafov G in H. S kG ozna£imo
disjunktno unijo k kopij grafa G. e je na primer k = 3, je 3G = G+G+G. To je
graf, ki ga sestavljajo tri disjunktne kopije grafa G.
Naj bosta g in g′ dve razli£ni vozli²£i grafa G. Razdaljo od vozli²£a g do vozli²£a
g′ v grafu G ozna£imo z dG(g, g′) in je enaka dolºini najkraj²e poti od g do g′ v G.
Ekscentri£nost ϵG(g) vozli²£a g v povezanem grafu G je najve£ja razdalja od g do
poljubnega drugega vozli²£a g′ v G. Najve£ji ekscentri£nosti grafa re£emo diameter
oziroma premer grafa in jo ozna£imo z d(G) (tudi dG). Najmanj²i ekscentri£nosti
grafa re£emo radij oziroma polmer grafa in jo ozna£imo z r(G) (tudi rG). Povpre£na







′); g, g′ ∈ V (G).
1.2 Kartezi£ni produkt grafov
Kartezi£ni produkt je v ²tevilnih pogledih najenostavnej²i produkt grafov. Posle-
di£no je tudi najpogosteje obravnavan in najbolj raziskan.
Denicija. Kartezi£ni produkt GH grafovG inH je graf, katerega mnoºica vozli²£
je enaka kartezi£nemu produktu mnoºic vozli²£ faktorjev; torej V (GH) = V (G)×
V (H). Dve vozli²£i (g, h) in (g′, h′) grafa GH sta sosednji, £e je bodisi
• g = g′ in hh′ je povezava v H,
• bodisi h = h′ in gg′ je povezava v G.
Vozli²£a kartezi£nega produkta GH bomo pisali kot urejene pare (g, h); g ∈
V (G), h ∈ V (H). Na slikah bomo zaradi preglednosti oklepaje izpu²£ali. Najbolj
osnoven zgled G = H = K2, je prikazan na sliki 1. Ta primer kartezi£nemu pro-
duktu grafov daje tudi oznako ( ponazarja graf C4). Vozli²£i (1, 1) in (1, 2) sta na
primer povezani, ker sta vozli²£i 1 in 2 sosednji v grafu H.
Kartezi£ni produkt je o£itno komutativna operacija (do izomorzma grafov na-
tan£no): z zamenjavo vrstnega reda faktorjev se spremenijo le oznake vozli²£. Grafa
GH in HG sta torej izomorfna z izomorzmom f : (g, h) ↦→ (h, g).
Trditev 1.1. Kartezi£ni produkt je asociativna operacija.
Dokaz. Vzemimo grafa (G1G2)G3 in G1(G2G3) za neke grafe G1, G2 in
G3. I²£emo izomorzem zgornjih kartezi£nih produktov. Po deniciji sta vozli²£i







Slika 1: Osnovni zgled kartezi£nega produkta: K2K2
en indeks i ∈ [3] in xi = yi za druga dva indeksa. Isti pogoj velja za sosednost vozli²£
(x1, (x2, x3)) in (y1, (y2, y3)). Potemtakem je preslikava ((x1, x2), x3) ↦→ (x1, (x2, x3))
izomorzem grafov. Torej je kartezi£ni produkt res asociativna operacija.
Pri kartezi£nem produktu ve£ faktorjev smemo torej opu²£ati oklepaje. Graf
G1 · · ·Gk lahko deniramo kot graf z mnoºico vozli²£ V (G1) × · · · × V (Gk),
v katerem sta vozli²£i (x1, . . . , xk) in (y1, . . . , yk) povezani natanko tedaj, ko je
xiyi ∈ E(Gi) za nek i ∈ [k] in xj = yj za vse j ∈ [N ] \ {i}. Vozli²£a kartezi£-
nega produkta G1 · · ·Gk bomo pisali kot urejene k-terice (x1, . . . , xk). Na slikah
grafov bomo zaradi preglednosti oklepaje in vejice izpustili. Uvedemo naslednjo no-
tacijo: G1 · · ·Gk := ki=1Gi. Kartezi£ni produkt je tudi distributiven glede na
disjunktno unijo grafov. Velja torej G(H + I) = GH +GI. Poleg tega je graf
K1 nevtralni element za kartezi£ni produkt, torej K1G = G za vsak enostaven graf
G.
Denicija 1.2. Imejmo kartezi£ni produkt ki=1Gi. Za poljuben j ∈ [k] deniramo
projekcijo pj : ki=1Gi → Gj kot: pj((x1, . . . , xk)) = xj. Tu re£emo, da je xj j-ta
koordinata vozli²£a (x1, . . . , xk).
Za produkt GH bomo s pG ozna£ili projekcijo na prvo, s pH pa projekcijo na
drugo koordinato.
Denicija 1.3. Za vozli²£e a = (a1, . . . , ak) produkta G = ki=1Gi deniramo Gi-
sloj skozi a kot podgraf, induciran z vozli²£i:
Gai := {x ∈ V (G); pj(x) = aj za j ̸= i} = {(a1, . . . , xi, . . . , ak); xi ∈ V (Gi)}.
Vsak sloj je torej izomorfen nekemu faktorju produkta. Kartezi£ni produkt grafov
je namre£ sestavljen iz med seboj povezanih kopij faktorjev. Indeks i dolo£a za kopijo
katerega faktorja gre, eksponent a pa, za katero izmed kopij tega faktorja gre. Gi-
sloj skozi a in Gi-sloj skozi b za vozli²£i a in b iz istega sloja predstavljata isti graf;
Gai = G
b
i natanko tedaj, ko je pj(a) = pj(b) za vsak j razli£en od i.
Na sliki 2 je prikazan kartezi£ni produkt grafov G = K3 in H = K2. Z belimi
vozli²£i in £rtkanimi povezavami je ozna£en eden izmed dveh G-slojev tega produkta.
Kot predpripravo na poznej²e osrednje rezultate si oglejmo osnovno trditev po-












Trditev 1.4. e sta (g, h), (g′, h′) ∈ V (GH), potem je
dGH((g, h), (g
′, h′)) = dG(g, g
′) + dH(h, h
′).
Dokaz. Naj bo najprej dG(g, g′) = ∞. Graf G je torej sestavljen iz (vsaj) dveh
povezanih komponent in vozli²£i g ter g′ se nahajata v razli£nih povezanih kom-
ponentah. Brez ²kode za splo²nost naj bo G = G1 + G2, kjer je g ∈ V (G1) in
g′ ∈ V (G2). Potemtakem je GH = G1H + G2H, kjer je (g, h) ∈ V (G1H)
in (g′, h′) ∈ V (G2H). Torej je dGH((g, h), (g′, h′)) = ∞ in trditev velja. Enak
razmislek lahko naredimo za primer, ko je dH(h, h′) = ∞.
Za preostanek dokaza privzemimo, da sta razdalji dG(g, g′) in dH(h, h′) kon£ni.
Naj bo P = a0a1 ... adG(g,g′) pot od a0 = g do adG(g,g′) = g
′ v grafu G in Q =
b0b1 ... bdH(h,h′) pot od b0 = h do bdH(h,h′) = h
′ v grafu H. V grafu GH lahko na
podlagi poti P in Q tvorimo naslednji poti:
P × h = (g, h)(a1, h) ... (g′, h) in
g′ ×Q = (g′, h)(g′, b1) ... (g′, h′).
e poti P × h in g′ ×Q staknemo v (g′, h), dobimo pot v grafu GH od (g, h) do
(g′, h′), ki je dolga dG(g, g′) + dH(h, h′) (glej sliko 3). Uspeli smo torej pokazati, da
je dGH((g, h), (g′, h′)) ≤ dG(g, g′) + dH(h, h′).
Preverimo ²e neenakost v drugo smer. Naj bo R najkraj²a pot od (g, h) do
(g′, h′) v grafu GH. Za vsako povezavo te poti velja, da jo ena izmed projekcij pG
in pH preslika v povezavo in druga v vozli²£e. Torej je
dG(g, g
′) + dH(h, h
′) ≤ |E(pG(R))|+|E(pH(R))|=
= |E(R)|= dGH((g, h), (g′, h′)).
Primer. rtkana £rta na sliki 3 predstavlja pot od vozli²£a (2, 2) do vozli²£a (4, 5),
kakr²no smo skonstruirali tudi za splo²en primer v dokazu trditve 1.4.
Iz asociativnosti kartezi£nega produkta in trditve 1.4 sledi:













Slika 3: Zgled konstrukcije poti iz dokaza trditve 1.4
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2 Faktorizacija in dominacija v kartezi£nem pro-
duktu
V nadaljevanju se najprej lotimo problema faktorizacije kartezi£nega produkta. Na
prvem koraku pokaºemo, da lahko vsak netrivialen graf razcepimo na prafaktorje
glede na kartezi£ni produkt in poi²£emo protiprimer za enoli£nost razcepa v razredu
(morda) nepovezanih grafov. Zatem obravnavamo enoli£nost faktorizacije v druºini
povezanih grafov. Vpeljemo nekaj novih pojmov kot sta podprodukt in konveksen
podgraf ter s pomo£jo pomoºnih trditev gradimo zaklju£ni rezultat. Sledi razdelek,
ki obravnava problem dominacije v kartezi£nem produktu. Podamo nekaj mej za
dominantno ²tevilo in predstavimo Vizingovo domnevo. Ob koncu poglavja uvedemo
2-pakiranje in posplo²imo pojem dominacije. Pokaºemo, da Vizingova domneva velja
za drevesa.
2.1 Faktorizacija
V tem razdelku bomo obravnavali eno izmed dveh glavnih temfaktorizacijo. Na tej
to£ki seveda ²e nismo uvedli hierarhi£nega produkta in vse skupaj je le predpriprava
za poznej²e razmisleke. Kot smo ºe omenili, se bo izkazalo, da je kartezi£ni produkt
poseben primer (posplo²enega) hierarhi£nega produkta. Bistvene rezultate sku²amo
torej najprej izpeljati za kartezi£ni produkt, da bo pozneje razumevanje sklepov pri
hierarhi£nem produktu laºje. Razmisleki so zelo podobni in tudi kronolo²ko gledano
se izpeljave v zvezi s hierarhi£nim produktom mo£no opirajo na ºe znane rezultate
za kartezi£ni produkt.
Denicija. Re£emo, da je graf pragraf glede na dani grafovski produkt, £e je netri-
vialen in ga ne moremo izraziti kot produkt dveh netrivialnih grafov. Za kartezi£ni
produkt to pomeni, da je graf G ̸= K1 pragraf, £e iz G = G1G2 sledi, da je
G1 = K1 ali G2 = K1.
Cilj tega razdelka je pokazati, da je moºno vsak povezan enostaven graf glede
na kartezi£ni produkt na enoli£en na£in zapisati kot produkt pragrafov. Hitro bomo
videli, da tovrsten razceprekli mu bomo razcep na prafaktorjeobstaja. Za dokaz
enoli£nosti se bo potrebno nekoliko bolj potruditi.
Trditev 2.1. Vsak netrivialen graf G lahko razcepimo na prafaktorje glede na kar-
tezi£ni produkt. tevilo pragrafov v tovrstnem razcepu je najve£ log2|V (G)|.
Dokaz. tevilo vozli²£ v kartezi£nem produktu grafov je enako produktu mo£i mno-
ºic vozli²£ faktorjev. Vsak netrivialen faktor ima vsaj dve vozli²£i, torej ima produkt
k netrivialnih faktorjev vsaj 2k vozli²£. Sledi, da ima poljuben kartezi£ni produkt
G kve£jemu log2|V (G)| faktorjev.
Vsak graf ima torej zgornjo mejo za ²tevilo faktorjev v razcepu glede na kartezi£ni
produkt. Ozna£imo z l ≤ log2|V (G)| maksimalno ²tevilo faktorjev nekega grafa G v
razcepu na prafaktorje. Zapi²emo lahko torej G = G1 · · ·Gl. Ker je l maksimalno
²tevilo faktorjev, je vsak izmed grafov v tem zapisu pragraf. Torej smo na²li razcep
na prafaktorje.
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Slika 4: Shemati£ni prikaz grafa iz ena£be (2.1)
Uporabljali bomo naslednjo oznako: ni=1G = G
,n.
Trditev 2.2. Razcep na prafaktorje glede na kartezi£ni produkt ni enoli£en v razredu
(morda) nepovezanih grafov.










2 )(K1 +K2). (2.1)
Osredoto£imo se najprej na levo stran ena£be. Prvi faktor je disjunktna unija grafov
K1, K2 in C4. Drugi faktor je disjunktna unija grafov K1 in Q3 (kocka). Poskusimo
shemati£no predstaviti kon£ni rezultat leve strani.
Graf, ki ga dobimo na levi strani, je disjunktna unija ²estih grafov in je shema-
ti£no prikazan na sliki 4. rni kvadrat predstavlja graf Q3, £rtkana £rta pa ustrezne
povezave v kartezi£nem produktu doti£nih grafov. e bi analizirali ²e desno stran
ena£be, bi videli, da dobimo enako disjunktno unijo grafov. Enakost iz izreka torej
velja. Preveriti moramo le ²e, da so vsi faktorji na obeh straneh pragra.
Osredoto£imo se najprej na levo stran, kjer vemo, da mnoºimo disjunktno unijo
grafov K1, K2 in C4 z disjunktno unijo grafov K1 in Q3. Radi bi videli, da sta tidve
disjunktni uniji grafov nerazcepni. tevilo komponent v kartezi£nem produktu dveh
grafov je enako produktu ²tevila komponent v faktorjih. Obravnavana grafa imata
dve oziroma tri komponente£e torej ºelimo tadva grafa zapisati kot produkt dveh
faktorjev, mora imeti eden izmed faktorjev eno, drugi pa dve oziroma tri kompo-
nente. Zgornja grafa sta oblike K1 + A1 + A2 in K1 + A3, kjer imajo gra A1, A2
in A3 vsaj dve vozli²£i (in take oblike sta tudi faktorja na desni strani ena£be).
Potemtakem mora biti faktorizacija prvega grafa oblike
B(C1 + C2 + C3) = BC1 +BC2 +BC3 ∼= K1 + A1 + A2.
Torej je K1 ∼= BCi za nek i ∈ [3], iz £esar sledi, da je B trivialen (to je B = K1),
torej je K1 + A1 + A2 pragraf. Enak sklep lahko naredimo za drugi faktor in prav
tako tudi za faktorja na desni strani ena£be, ki sta enake oblike kot faktorja na
levi.
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Vemo torej, da faktorizacija glede na kartezi£ni produkt ni enoli£na v razredu
morda nepovezanih grafov. Od zdaj naprej se osredoto£imo le na povezane grafe
in njihovo faktorizacijo. V teºnji po dokazu enoli£nosti bomo uvedli nekaj novih
pojmov in dokazali nekaj pomoºnih trditev.
Denicija. Podprodukt (tudi ²katla) v produktu G = G1 · · ·Gk je podgraf oblike
U1 · · ·Uk, kjer je Ui ⊆ Gi, za vsak i ∈ [k].
Lema 2.3. (Lema o enoli£nem kvadratu) Naj bosta e in f sosednji povezavi v kar-
tezi£nem produktu G1G2, ki sta v razli£nih slojih; torej ena v G1-sloju in druga v
G2-sloju. Potem v G1G2 obstaja natanko en kvadrat, ki vsebuje tako povezavo e
kot povezavo f . Ta kvadrat nima diagonal.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost naj bo e iz G1-sloja in f iz G2-sloja. Tidve povezavi
sta torej oblike
e = uw = (u1, u2)(v1, u2); u1 ̸= v1,
f = wv = (v1, u2)(v1, v2); u2 ̸= v2.
Naj bo z = (z1, z2) vozli²£e, ki je sosednje tako z u kot z v; tako vozli²£e v
G1G2 obstaja po deniciji kartezi£nega produkta. Ker je vozli²£e z sosednje z
u, je bodisi z1 = u1 bodisi z2 = u2. Ker je vozli²£e z sosednje z v, je bodisi
z1 = v1 bodisi z2 = v2. Potemtakem je bodisi z = (v1, u2) bodisi z = (u1, v2).
V prvem primeru torej dobimo vozli²£e w, v drugem pa £etrto vozli²£e kvadrata:







Slika 5: Enoli£en kvadrat s povezavama e in f
Ta kvadrat nima diagonalvozli²£i u in v nista sosednji in prav tako nista sose-
dnji vozli²£i w ter (u1, v2).
Ker je produkt dveh grafov GiGj vsebovan v produktu G1 · · ·Gi · · ·Gj
· · ·Gk, lema 2.3 velja za poljubno ²tevilo faktorjev. Ko namre£ izberemo dve po-
vezavi e in f iz razli£nih slojevna primer iz Gi-sloja in Gj-slojase vse dogajanje
preseli v graf, ki je izomorfen grafu GiGj. Za tovrsten graf vemo, da lema velja.
Denicija. Pravimo, da ima podgraf H kartezi£nega produkta G lastnost kvadrata,
£e za poljubni sosednji povezavi e in f , ki sta v razli£nih slojih, vsebuje celoten
kvadrat iz G, v katerem sta e in f .
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Lema 2.4. Povezan podgraf H kartezi£nega produkta je podprodukt natanko tedaj,
ko ima lastnost kvadrata.
Dokaz. Podprodukt je po deniciji kartezi£ni produkt, torej ima po lemi 2.3 lastnost
kvadrata. Naj bo torej H povezan podgraf kartezi£nega produkta G in naj ima H
lastnost kvadrata. Radi bi videli, da je H podprodukt. Lemo zado²£a pokazati za
primer, ko je G = G1G2 (na produkt k-tih faktorjev lahko vedno gledamo kot na
produkt dveh faktorjev (G1 · · ·Gk−1)Gk).
Naj bosta a = (a1, a2) in b = (b1, b2) vozli²£i v H. e pokaºemo, da H vsebuje
tudi vozli²£i (a1, b2) in (b1, a2), bo lema dokazana. Videti ºelimo namre£, da je H
oblike U1U2; torej da je kartezi£ni produkt. e bo veljalo zgornje, bo mnoºica
vozli²£ grafa H ustrezna. Ustreznost mnoºice povezav bo sledila iz predpostavk o
povezanosti grafa in o tem, da ima graf lastnost kvadrata. Zaradi povezanosti bodo
v H obstajale neke poti med vozli²£ema a in b. Po lastnosti kvadrata bo H vseboval
tudi vse ostale moºne poti med tema vozli²£ema.
Ker je H povezan, obstaja neka pot P od vozli²£a a do vozli²£a b. Vsako pove-
zavo te poti ena izmed projekcij preslika v povezavo in druga projekcija v vozli²£e.
Ozna£imo s P1 povezave, ki jih projekcija pG1 preslika v povezave in s P2 povezave,
ki jih projekcija pG2 preslika v povezave. Zaradi lastnosti kvadrata lahko vsak par
povezav s poti P , ki je oblike hi ∈ P1, hi+1 ∈ P2, nadomestimo s povezavama h′i ∈ P2,
h′i+1 ∈ P1. Tako v kon£ni fazi dobimo pot od a do b, ki je oblike h′1 ... h′jh1 ... hk,
kjer je h′i ∈ P2 za i ∈ [j] in hi ∈ P1 za i ∈ [k]. Ta pot gre skozi vozli²£e (a1, b2), torej
je to vozli²£e vsebovano v grafu H.
Na sliki 6 je prikazan primer konstrukcije tovrstne poti. Iz poti od vozli²£a a




Slika 6: Konstrukcija poti
Podobno lahko skonstruiramo pot od a do b, ki je oblike h1 ... hkh′1 ... h
′
j. Ta
pot gre skozi vozli²£e (b1, a2), ki je potemtakem vsebovano v grafu H.
Denicija. Podgraf H grafa G je konveksen v G, £e vsaka najkraj²a G-pot med
vozli²£ema iz H leºi v celoti v H.
Induciran podgraf grafa na sliki 7, ki ga dolo£ajo vozli²£a 1, 2 in 5, je konveksen,








Slika 7: Zgled za ponazoritev konveksnosti
Konveksni podgra kartezi£nega produkta imajo lastnost kvadrata. Res; naj
bo H konveksen podgraf grafa G = G1G2 in e = (u,w) ter f = (w, v) sosednji
povezavi iz razli£nih slojev. V G vemo, da obstaja ²e vozli²£e z, tako da vozli²£a
u,w, v in z tvorijo enoli£en kvadrat brez diagonal, ki vsebuje povezavi e in f . Ta
kvadrat tvori po dve najkraj²i poti za poljuben par diagonalno nasprotnih vozli²£
kvadrata. Ker je H konveksen, mora torej tudi H vsebovati ta kvadrat.
Lema 2.5. Podgraf H grafa G = G1 · · ·Gk je konveksen natanko tedaj, ko je
oblike H = U1 · · ·Uk, kjer je Ui konveksen v Gi za i ∈ [k].
Dokaz. Predpostavimo najprej, da je H konveksen. Ker je G povezan in ker je H
konveksen, je tudi H povezanvsaka najkraj²a pot iz G med vozli²£ema v H mora
biti tudi v H. Poleg tega ima H po zgornjem premisleku lastnost kvadrata in je zato
po lemi 2.4 podprodukt. Graf H je torej oblike H = p1(H) · · ·pk(H). Pokazati
moramo, da je pi(H) konveksen za vsak i. Fiksirajmo indeks i in vzemimo vozli²£i
ai in bi iz pi(H). Naj bo xi na neki najkraj²i poti od ai do bi v Gi. Pokazati moramo,
da je xi v pi(H).
Vzemimo vozli²£i a = (a1, . . . , ak) in b = (b1, . . . , bk) grafa H, da je pi(a) = ai in
pi(b) = bi. Vozli²£e x = (x1, . . . , xk) deniramo na slede£ na£in. Za vsak indeks j
naj xj leºi na najkraj²i ajbj poti v Gj. Potemtakem je
dGj(aj, bj) = dGj(aj, xj) + dGj(xj, bj), j ∈ [k].
Po trditvi 1.4 je
dG(a, b) = dG(a, x) + dG(x, b).
Vozli²£e x torej leºi na najkraj²i poti od a do b v grafu G, zato zaradi konveksnosti
grafa H velja x ∈ V (H). Sledi, da je xi = pi(x) ∈ pi(H).
Pokazati moramo ²e implikacijo v drugo smer. Naj bo H = U1 · · ·Uk, kjer
je Ui konveksen v Gi. Vzemimo poljubni vozli²£i a = (a1, . . . , ak) in b = (b1, . . . , bk)
grafa H in naj vozli²£e x = (x1, . . . , xk) leºi na neki najkraj²i poti od a do b v grafu
G. Videti ºelimo, da je x ∈ V (H). Z uporabo posledice 1.5 in trikotni²ke neenakosti
dobimo, da je










dGi(ai, bi) = dG(a, b).
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V zgornjem izrazu imamo torej zgolj enakosti. V posebnem imamo v prvi neenakosti
po trikotni²ki neenakosti neenakost za vsak i posebej, torej imamo v resnici enakost
za vsak i posebej:
dGi(ai, bi) = dGi(ai, xi) + dGi(xi, bi) ∀ i.
Torej je za vsak i vozli²£e xi na najkraj²i poti od ai do bi (ai, bi ∈ V (Ui)). Posledi£no
je zaradi konveksnosti grafa Ui vozi²£e xi ∈ V (Ui), zato je (x1, . . . , xk) vozli²£e grafa
U1 · · ·Uk = H in H je konveksen.
Izrek 2.6. (Sabidussi-Vizing) Vsak povezan graf glede na kartezi£ni produkt premore
enoli£en razcep na prafaktorje do izomorzma in vrstnega reda faktorjev natan£no.
Vemo ºe, da vsak graf premore razcep na prafaktorje. Dokazati moramo torej le
enoli£nost. Tain s tem izrekbo dokazana, £e dokaºemo naslednjo lemo.
Lema 2.7. Naj bo φ izomorzem med povezanima grafoma G in H, ki ju lahko
zapi²emo kot produkt pragrafov: G = G1 · · ·Gk in H = H1 · · ·Hl. Potem je
k = l in za vsak a ∈ V (G) obstaja permutacija π mnoºice [k], da je φ(Gai ) = H
φ(a)
π(i)
za i ∈ [k].
Dokaz. Fiksirajmo a = (a1, . . . , ak) in naj bo φ(a) = b = (b1, . . . , bl). Po lemi 2.5
je vsak sloj Gai = {a1} · · ·Gi · · ·{ak} konveksen podprodukt v G1 · · ·Gk.
Ker je torej Gai konveksen v G, je φ(G
a
i ) konveksen v H. Torej je (spet po lemi 2.5)
(b1, . . . , bl) ∈ φ(Gai ) = U1 · · ·Ul; Ui konveksen v Hi za vsak i.
Gi ∼= Gai ∼= φ(Gai ) je pragraf, torej je Ui = bi za vse indekse z izjemo enega. Naj bo
ta indeks π(i). Z drugimi besedami je torej φ(Gai ) ⊆ H
φ(a)
π(i) , saj je
φ(Gai ) = b1 · · ·Uπ(i) · · ·bl; Uπ(i) ⊆ Hπ(i).
Potemtakem je Gai ⊆ φ−1(H
φ(i)
π(i)). Ker je φ
−1(H
φ(i)
π(i)) konveksen v G, ima lastnost
kvadrata, torej je po lemi 2.4 podprodukt. Poleg tega je φ−1(Hφ(i)π(i)) pragraf, saj je
izomorfen sloju Hπ(i), ki je po predpostavki pragraf. Po enakem sklepu kot zgoraj
je φ−1(Hφ(i)π(i)) ⊆ Gai , torej je φ(Gai ) = H
φ(a)
π(i) .
Pokazati moramo ²e, da je k = l. Premislimo, da je preslikava π : [k] → [l]












presek. Sloja, ki imata netrivialen presek, sta enaka, torej je Gai = G
a
j . Posledi£no
je i = j in π je injektivna. Pokazali smo, da je k ≤ l. Razmislek lahko ponovimo za
φ−1 in dobimo l ≤ k. Torej je k = l in π je permutacija.
2.2 Dominacija
V tem razdelku bomo vpeljali pojem dominacije in dolo£ili ter omenili nekaj osnov-
nih ter slavnih mej za dominantno ²tevilo v kartezi£nem produktu grafov. Ker se
poznej²e izpeljave v zvezi z dominacijo v hierarhi£nem produktu ne navezujejo tako
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mo£no na rezultate za kartezi£ni produkt kot pri faktorizaciji, bo to poglavje neko-
liko manj poglobljeno. Cilj je, da se seznanimo z novim pojmom in dobimo ob£utek,
kako zahtevna je lahko njegova obravnava.






kjer je N [g] zaprta okolica vozli²£a g:
N [g] = {g} ∪ {h; gh ∈ E(G)}.
Denicija. Naj bo G graf in C,D ⊆ V (G). Tedaj mnoºica D dominira mnoºico
C, £e je C ⊆ N [D]. e je C = V (G), re£emo, da D dominira graf G oziroma,
da je D dominantna mnoºica grafa G. Mo£ najmanj²e mnoºice, ki dominira G, je
dominantno ²tevilo grafa G in ga ozna£imo z γ(G).
Ker bomo v nadaljevanju potrebovali dominantno ²tevilo poti, si oglejmo, koliko
je γ(Pn).
Slika 8: Dominacija v grah P3, P4, P5 in P6
Na sliki 8 so prikazani gra P3, P4, P5 in P6. Z belimi vozli²£i so ozna£eni
primeri dominantnih mnoºic. V poti lahko z vsakim vozli²£em dominiramo najve£
tri vozli²£a; sosednji vozli²£i in vozli²£e samo. e je n deljivo s 3, lahko torej Pn
ravno ²e dominiramo z n
3
vozli²£i. e n pove£amo za 1, potrebujemo za dominacijo





. Podoben razmislek lahko naredimo
tudi za cikle.
Za ob£utek si oglejmo ²e en klasi£en primer, Petersenov graf. Petersenov graf
je 3-regularen graf na desetih vozli²£ih. Vsako vozli²£e torej dominira samo sebe in
²e tri druga. Od tod sledi, da je γ(P ) ≥ 3. e torej najdemo mnoºico mo£i 3, ki
dominira Petersenov graf, je γ(P ) = 3. Taka mnoºica je z belimi vozli²£i prikazana
na sliki 9.
Trditev 2.8. Za vsaka grafa G in H velja:
γ(GH) ≤ min{γ(G)n(H), n(G)γ(H)}.
Dokaz. Naj bo DG dominantna mnoºica grafa G in |DG|= γ(G). e v vsakem G-
sloju grafa GH vzamemo mnoºico DG iz tega sloja, dobimo kot unijo dominatno
mnoºico grafa GH. Mo£ te mnoºice je enaka γ(G)·n(H). Podobno lahko naredimo
z dominantno mnoºico DH grafa H in rezultat sledi.
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Slika 9: Dominacija v Petersenovem grafu
Trditev 2.9. Za vsaka grafa G in H velja: γ(GH) ≥ min{n(G), n(H)}.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost naj bo n(G) ≤ n(H). Trditev bomo pokazali s
protislovjem. Denimo torej, da je γ(GH) < n(G). Naj bo D dominantna mnoºica
za GH, kjer je |D|= γ(GH). Tedaj gotovo obstaja vsaj en H-sloj H ′ , ki ne
vsebuje vozli²£a iz D. Vsako vozli²£e iz H
′
mora biti torej dominirano z nekim
vozli²£em iz D, ki se nahaja v nekem drugem H-sloju. Po deniciji kartezi£nega
produkta nobeno vozli²£e iz drugega sloja ne more dominirati ve£ kot enega vozli²£a
iz H
′
. Denimo namre£, da je neko vozli²£e (g′, h′) iz H
′
sosednje z dvema vozli²£ema
(g, h) in (g∗, h∗) iz nekega drugega H-sloja H∗. Tedaj sledi
(g′, h′) ∼ (g, h) ⇒ g′ ∼ g v G in h′ = h
(g′, h′) ∼ (g∗, h∗) ⇒ g′ ∼ g∗ v G in h′ = h∗
}
⇒ h = h∗.
Potemtakem je |D|≥ n(H). Ampak |D|< n(G) ≤ n(H).
Verjetno najslavnej²i poskus dolo£itve meje za dominantno ²tevilo kartezi£nega
produkta grafov predstavlja Vizingova domneva. Ta trdi, da za poljubna grafa G in
H velja
γ(GH) ≥ γ(G)γ(H).
Pravimo, da Vizingova domneva velja za graf G, £e za vsak graf H velja: γ(GH) ≥
γ(G)γ(H). Vizingova domneva je od leta 1968 odprt problem in je pogost predmet
obravnave v teoriji grafov. Kar je bilo do leta 2012 znanega na tem podro£ju, je
zajeto v [4]. V nadaljevanju bomo pokazali, da domneva velja za drevesa. Za potrebe
dokaza bomo vpeljali pojem k-pakiranja in posplo²ili pojem dominacije.
Denicija. Za graf G je mnoºica X ⊆ V (G) k-pakiranje, £e je dG(x, y) ≥ k + 1 za
vse x, y ∈ X, kjer je x ̸= y. Mo£ najve£jega k-pakiranja grafa G ozna£imo s Pk(G).
Mo£ najve£jega 2-pakiranja ozna£imo tudi z ρ(G).
Na sliki 10 je prikazan zgled 2-pakiranja za neko drevo. Z belo so ozna£ena
vozli²£a, ki so del 2-pakiranja; vsa so paroma na razdalji vsaj 3.
Pojem dominacije lahko posplo²imo v naslednjem smislu. Za graf G s Ck(G)
ozna£imo velikost najmanj²e mnoºice X ⊆ V (G), za katero za vsak y ∈ V (G)
obstaja x ∈ X, da je dG(x, y) ≤ k. Tej mnoºici pravimo k-pokritje. Glede na to
notacijo je γ(G) = C1(G).
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Slika 10: Primer 2-pakiranja
Lema 2.10. Za poljubna grafa G in H velja:
γ(GH) ≥ max{γ(G)ρ(H), γ(H)ρ(G)}.
Dokaz. Naj bo P najve£je 2-pakiranje grafa G: |P |= ρ(G) in x ∈ P . Ozna£imo
mnoºico H-slojev nad N [x] z N in se osredoto£imo na Hx-sloj. Vsako vozli²£e iz
Hx-sloja je lahko dominirano le z vozli²£i iz H-slojev, ki pripadajo N (glej sliko 11).
e je D dominantna mnoºica za GH, kjer je |D|= γ(GH), ima torej D v slojih
iz N vsaj γ(H) vozli²£. To velja za vsak x ∈ P . Posledi£no je







Slika 11: Shemati£ni prikaz ideje dokaza leme 2.10
Lema 2.11. Za vsak povezan graf G in vsako celo ²tevilo k ≥ 1 je P2k(G) ≤ Ck(G).
Dokaz. Naj P ozna£uje 2k-pakiranje, ki ga sestavlja P2k vozli²£ in naj C ozna£uje
k-pokritje, ki ga sestavlja Ck vozli²£. Naj bosta x, y ∈ P , kjer je x ̸= y. Ozna£imo
Nk(x) = {u; dG(x, u) ≤ k} in analogno Nk(y). Velja, da je Nk(x) ∩ Nk(y) = ∅.
Poleg tega je C ∩Nk(x) ̸= ∅. Torej ima za vsak x ∈ P mnoºica C vozli²£e v Nk(x).
Posledi£no je P2k(G) ≤ Ck.
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Trditev 2.12. Za vsako drevo T in vsako celo ²tevilo k ≥ 1 je P2k(T ) = Ck(T ).
Dokaz. Po lemi 2.11 ºe vemo, da za vsak graf G velja: P2k(G) ≤ Ck(G). Pokazati
moramo torej le, da za vsako drevo T velja: P2k(T ) ≥ Ck(T ).
Naj vozli²£a {x0, x1, . . . , xm} tvorijo neko najdalj²o pot v drevesu T . e je m ≤
k + 1, je P2k(T ) = Ck(T ) = 1. Predpostavimo torej, da je m ≥ 2k + 1. Naj
T ′ ozna£uje najmanj²e poddrevo drevesa T , ki vsebuje vsa vozli²£a z, za katera je
dT (xk, z) > k; to je T ′ je poddrevo, ki ga dolo£ajo vozli²£a v drevesa T , za katera
je bodisi dT (xk, v) > k, bodisi obstaja neko vozli²£e zv, da je dT (xk, zv) > k in
enoli£na pot od zv do xm v T vsebuje v. Drevo T ′ je neprazno, ker je d(xk, xm) > k.
Konstrukcija drevesa T ′ je za neko drevo in k = 2 prikazana na sliki 12. S £rtkano
£rto je ozna£ena najdalj²a pot, graf T ′ pa tvorijo vozli²£a, ki so obarvana belo in
vozli²£a, ki so ozna£ena s kolobarjem. Bela vozli²£a so v grafu T ′, ker so od vozli²£a
2 oddaljena za ve£ kot 2. Vozli²£a, ki so ozna£ena s kolobarjem, so v T ′, ker so na





Slika 12: Konstrukcija drevesa T ′ za k = 2
Naj P ′ ozna£uje najve£je (2k)-pakiranje in C ′ najmanj²e k-pokritje grafa T ′.
Mnoºico P ′ torej sestavlja P2k(T ′) vozli²£, mnoºica C ′ pa vsebuje Ck(T ′) vozli²£.
Mnoºica C = C ′ ∪ {xk} je dominantna mnoºica drevesa T . Posledi£no je
Ck(T ) ≤ Ck(T ′) + 1. (2.2)
Denimo, da v P ′ obstaja vozli²£e y, da je dT (xk, y) ≤ k. Naj Ty ozna£uje
poddrevo drevesa T ′, ki ga dolo£ajo vsa vozli²£a u drevesa T ′, za katera enoli£na
pot od u do xm vsebuje y (vozli²£e zy, ki smo ga vpeljali poprej, je na primer v Ty).
Trdimo, da je y edino vozli²£e iz P ′, ki je v Ty. Denimo torej, da obstaja ²e eno
vozli²£e w iz P ′, ki je v Ty. Potem je dT (w, y) ≥ 2k + 1, iz £esar sledi:
d(w, xm) = dT (w, y) + dT (y, xm)
≥ 2k + 1 + dT (xk, xm)− dT (y, xk)









Slika 13: Zgled popravka mnoºice P ′ za k = 2
To je v nasprotju s predpostavko, da je {x0, x1, . . . , xm} najdalj²a pot v T .
Iz tega razmisleka sledi, da lahko vsako vozli²£e y iz P ′, za katero je dT (xk, y) ≤ k,
zamenjamo z vozli²£em zy, za katero je dT (xk, zy) ≥ k in imamo ²e vedno (2k)-
pakiranje za graf T ′.
Na sliki 13 je z belimi in sivimi vozli²£i ozna£en graf T ′ za k = 2. Sivi vozli²£i
predstavljata neko (2k)-pakiranje P ′ grafa T ′. Vozli²£e y je od vozli²£a 2 oddaljeno
za manj kot 2. V P ′ ga lahko nadomestimo z vozli²£em, ki je ozna£eno s kolobarjem
in imamo ²e vedno (2k)-pakiranje.
Predpostavimo lahko torej, da je dT (xk, y) > k za vsako vozli²£e y v P ′. Posle-
di£no je d(x0, y) > 2k za vsako vozli²£e y v P ′. Torej je P ′ ∪ {x0} (2k)-pakiranje
grafa T in
P2k(T ) ≥ P2k(T ′) + 1. (2.3)
Drevo T ′ ima manj vozli²£ kot drevo T , zato lahko kot indukcijsko predpostavko
privzamemo, da je
P2k(T
′) ≥ Ck(T ′). (2.4)
Z uporabo neenakosti (2.3), (2.4) in (2.2) v tem vrstnem redu sledi enakost iz trditve:
P2k(T ) ≥ P2k(T ′) + 1 ≥ Ck(T ′) + 1 ≥ Ck(T ).
Izrek 2.13. Vizingova domneva velja za drevesa.
Dokaz. Naj bo T poljubno drevo in G poljuben graf. Najprej uporabimo lemo 2.10
in nato ²e trditev 2.12:
γ(TG) ≥ max{γ(T )ρ(G), γ(G)ρ(T )}




Spoznanja, do katerih smo pri²li v zvezi s kartezi£nim produktom, bomo poskusili
prenesti na hierarhi£ni produkt, ki ga bomo najprej denirali v skladu s kronolo²ko
prvotnim pojmovanjem. Tako deniran produkt se danes v literaturi pojavlja pod
imenom korenski produkt, a je bil sprva uveden pod imenom hierarhi£ni produkt.
Pozneje bomo pre²li na posplo²eno verzijo hierarhi£nega produkta, katere poseben
primer je tudi kartezi£ni produkt.
V nadaljevanju se najprej preko primerov spoznamo z novim produktom in izpe-
ljemo nekaj algebrai£nih lastnosti te operacije. Sledi predstavitev pojma vozli²£ne
hierarhije in analiza metri£nih lastnosti. Obravnavamo polmer, premer in (lokalno)
povpre£no razdaljo. V zaklju£ku poglavja uvedemo posplo²itev hierarhi£nega pro-
dukta.




Slika 14: Korenski graf
Korenski graf je graf, v katerem eno vozli²£e proglasimo za koren grafa. Na sliki
14 je prikazan graf C4 s korenskim vozli²£em 2, ki je obarvano belo.
Denicija 3.1. Naj bodo Gi = (Vi, Ei), i ∈ [k], korenski gra s korenskim vozli²£em
0. Hierarhi£ni produkt G = G1⊓· · ·⊓Gk je korenski graf z vozli²£i (x1, . . . , xk); xi ∈
Vi in povezavami, ki so denirane preko spodnje relacije sosednosti:
(x1, . . . , xk) ∼
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(y1, x2, x3, . . . , xk); £e x1 ∼ y1 v G1
(x1, y2, x3, . . . , xk); £e x2 ∼ y2 v G2 in x1 = 0
(x1, x2, y3, . . . , xk); £e x3 ∼ y3 v G3 in x1 = x2 = 0
...
(x1, x2, x3, . . . , yk); £e xk ∼ yk v Gk
in x1 = · · · = xk−1 = 0.
Koresnko vozli²£e grafa G dolo£ajo korenska vozli²£a faktorjev in je tako enako
(0, . . . , 0).
Na slikah 15 in 16 so korenska vozli²£a ozna£ena z belo barvo. Podobno kot
oznaka kartezi£nega produkta izhaja iz dejstva, da je K2K2 = C4, tudi oznaka










Slika 15: K2 ⊓K2
e primerjamo prvi in drugi graf na sliki 16, opazimo, da hierarhi£ni produkt
ni komutativna operacija. S primerjavo drugega in tretjega grafa vidimo, da izbira
korenskega vozli²£a faktorja vpliva na kon£en rezultat. Na enak na£in kot v karte-
zi£nem produktu lahko tudi tu govorimo o slojih oziroma kopijah faktorjev. Kopij
vseh faktorjevz izjemo prvegaje zaradi druga£ne denicije operacije ustrezno





















Slika 16: Zgledi hierarhi£nega produkta
V dozdaj²njih zgledih hierarhi£nega produkta smo korenska vozli²£a obarvali
belo. V primeru ve£ faktorjev, bi ob nadaljnem mnoºenju ta vozli²£a vzeli za koren-
ska vozli²£a faktorja. e bi na primer rezultat iz zgleda s slike 15 mnoºili ²e z grafom
K3, bi ra£unali produkt (K2 ⊓K2) ⊓K3, kjer bi za korensko vozli²£e grafa K2 ⊓K2
vzeli vozli²£e 00. Kot bomo videli pozneje, je hierarhi£ni produkt asociativna ope-
racija. V nadaljevanju korenskih vozli²£ na slikah zaradi preglednosti obi£ajno ne
bomo ve£ ozna£evali. Iz rezultata produkta je razvidno, katera vozli²£a so korenska
in £e ne navedemo druga£e, so to vozli²£a samih ni£el.
Gledano z vidika dozdaj²njih primerov in na²ega na£ina risanja hierarhi£nega
produkta dobimo v produktu dveh grafov toliko kopij prvega grafa, kolikor ima
drugi graf vozli²£ (vodoravno). Poleg tega dobimo skozi korenska vozli²£a kopij
prvega faktorja ²e eno kopijo drugega grafa (navpi£no). tevilo vozli²£ v hierarhi£-
nem produktu G = G1 · · ·Gk je torej enako
∏k
i=1 n(Gi). Kako pa je s ²tevilom
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povezav? Pomagamo si lahko z zgornjim razmislekom in vidimo, da velja
|E(G1 ⊓G2)| = m(G1) · n(G2) +m(G2)
|E(G1 ⊓G2 ⊓G3)| = m(G1) · n(G2) · n(G3) +m(G2) · n(G3) +m(G3)
...
Hitro lahko izpeljemo splo²no formulo za ²tevilo povezav v hierarhi£nem produktu.










Opazili smo ºe, da hierarhi£ni produkt ni komutativen. Oglejmo si zdaj nekaj
lastnosti te operacije.
Lema 3.2. Naj bodo G1, G2 in G3 gra. Tedaj veljajo naslednje lastnosti.
1. (Asociativnost) e za korensko vozli²£e grafov G1 ⊓ G2 in G2 ⊓ G3 izberemo
vozli²£e (0, 0), je
(G1 ⊓G2) ⊓G3 = G1 ⊓ (G2 ⊓G3).
2. (Leva distributivnost)
G1 ⊓ (G2 +G3) = (G1 ⊓G2) + (G1 ⊓G3).
3. (Desna semidistributivnost) e je korensko vozli²£e grafa G1+G2 izbrano v grafu
G1, je
(G1 +G2) ⊓G3 = (G1 ⊓G3) + n3G2.
Dokaz. 1. Mnoºici vozli²£ sta o£itno ujemajo£i. Pokazati moramo, da sta mnoºici
sosedov za vozli²£i (x1, (x2, x3)) in ((x1, x2), x3) enaki ((x1, (x2, x3)) ∈ V (G1 ⊓ (G2 ⊓
G3)), ((x1, x2), x3) ∈ V ((G1 ⊓ G2) ⊓ G3)). Mnoºico sosedov vozli²£a ((x1, x2), x3)
dolo£a naslednja relacija.
((x1, x2), x3) ∼
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
((y1, y2), x3), £e (y1, y2) ∼ (x1, x2) v G1 ⊓G2; tj.{
x1 ∼ y1 v G1 in x2 = y2 ali
x2 ∼ y2 v G2 in x1 = y1 = 0
((x1, x2), y3), £e x3 ∼ y3 v G3 in x1 = x2 = 0.
Podobno je mnoºica sosedov vozli²£a (x1, (x2, x3)) dolo£ena s spodnjim izrazom.
(x1, (x2, x3)) ∼
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(y1, (x2, x3)), £e x1 ∼ y1 v G1
(x1, (y2, y3)), £e (x2, x3) ∼ (y2, y3) v G2 ⊓G3 in x1 = 0; tj.{
x2 ∼ y2 v G2, x3 = y3 in x1 = 0 ali
x3 ∼ y3 v G3 , x2 = y2 = 0 in x1 = 0.
Ustrezni izomorzem grafov (G1⊓G2)⊓G3 in G1⊓(G2⊓G3) je torej ((x1, x2), x3) ↦→
(x1, (x2, x3)).
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2. Mnoºici vozli²£ sta enaki:
V (G1 ⊓ (G2 +G3)) = {(x1, x23); x1 ∈ V (G1), x23 ∈ V (G2 +G3)}
V ((G1 ⊓G2) + (G1 ⊓G3)) = {(x1, x2); x1 ∈ V (G1), x2 ∈ V (G2)}
∪ {(x1, x3); x1 ∈ V (G1), x3 ∈ V (G3)}
Preveriti moramo, da ima vozli²£e (x1, x23) ∈ V (G1 ⊓ (G2 + G3)) enako mnoºico
sosedov, kot eno izmed vozli²£ (x1, x2) ∈ V (G1 ⊓ G2) in (x1, x3) ∈ V (G1 ⊓ G3). To
seveda tudi drºi£e je vozi²£e x23 ∈ V (G2), se mnoºica sosedov vozli²£a (x1, x23)
ujema z mnoºico sosedov vozi²£a (x1, x2), £e je vozli²£e x23 ∈ V (G3), pa z mnoºico
sosedov vozli²£a (x1, x3). Ustrezni izomorzem grafov je torej
(x1, x23) ↦→
{
(x1, x2); £e x23 ∈ V (G2)
(x1, x3); £e x23 ∈ V (G3).
3. Razmislek poteka podobno kot v prej²njih dveh to£kah. Hitro vidimo, da sta
mnoºici vozli²£ enaki. Pri preverjanju sovpadanja mnoºic sosedov zopet lo£imo
primere glede na to, iz katere mnoºice vozli²£ je vozli²£e (x12, x3) (to je ali je iz
V (G1⊓G3) ali iz V (G2⊓G3)). Tu seveda upo²tevamo, da je korensko vozli²£e grafa
G1 +G2 izbrano v G1. Ustrezen izomorzem grafov je
(x12, x3) ↦→
{
(x1, x3); £e x12 ∈ V (G1)
(x2, x3); £e x12 ∈ V (G2).
Opomba. Graf K1 je nevtralni element za hierarhi£ni produkt: K1⊓G = G⊓K1 =
G.
Lema 3.3. Naj bo G = G1 ⊓ · · · ⊓Gk. Za ksen niz a ustrezne dolºine ozna£imo z
G⟨x1x2 ... xja⟩ podgraf grafa G, ki ga inducira mnoºica vozli²£ {(x1, x2, . . . , xj, a);
xi ∈ V (Gi); i ∈ [j]}. Analogno deniramo G⟨axj ... xk⟩. Potem velja:
G⟨x1 ... xja⟩ = G1 ⊓ · · · ⊓Gj za vsak ksen a, (3.2)
G⟨0xj ... xk⟩ = Gj ⊓ · · · ⊓Gk, (3.3)





K1; za a ̸= 0. (3.4)
Dokaz. Pri dokazu si bomo pomagali z zgledom na sliki 17. Gre za produkt P2 ⊓
P3 ⊓ P3, kjer kot obi£ajno za korensko vozli²£e grafa P2 vzamemo vozli²£e 0 in za
korensko vozli²£e grafa P2 ⊓ P3 vozli²£e 00.
1. Del grafa, ki je na zgledu obkroºen s £rtkano £rto, je G⟨x1x21⟩. O£itno je to
ravno graf P2 ⊓ P3. Za formalni dokaz moramo videti le, da je




















Slika 17: P2 ⊓ P3 ⊓ P3
Zgornja mnoºica vozli²£ po deniciji hierarhi£nega produkta predstavlja ravno mno-
ºico vozli²£ a-te (oziroma a plus prveker za£nemo z 0) kopije grafa G1⊓ · · · ⊓Gj v
grafu G1 ⊓ · · · ⊓Gk (v zgornjem zgledu opazujemo drugo kopijo grafa P2 ⊓ P3). Ta
kopija je izomorfna grafu G1 ⊓ · · · ⊓Gj in enakost je dokazana.
2. Podobno kot v prvi to£ki vidimo, da je res
V (Gj ⊓ · · · ⊓Gk) = {(0, . . . , 0, xj, . . . , xk); xi ∈ V (Gi)}.
3. Graf, ki ga inducirajo vozli²£a oblike (a, xj, . . . , xk), kjer a ̸= 0, je po deniciji
hierarhi£nega produkta povsem nepovezan. Vozli²£ take oblike je n(Gj) · · · · ·n(Gk)
in trditev sledi. Zgled takega grafa za a = 11 v zgornjem primeru predstavljajo
vozli²£a, ki so ozna£ena s kolobarjem.
Hierarhi£ni produkt od svojih faktorjev podeduje nekatere strukturne lastnosti.
e so na primer faktorji drevesa, je tudi njihov hierarhi£ni produkt drevo. Intuitivno
se to zdi smiselno. e imamo na primer dve drevesi in naredimo njun hierarhi£ni
produkt, dobimo kopije prvega drevesa, ki so med seboj povezane na na£in, ki ga
dolo£a drugi faktortorej kot drevo. Kot rezultat tako spet dobimo drevo in sklep
lahko zaradi asociativnosti prenesemo na ve£ faktorjev. Na sliki 18 je prikazan
hierarhi£ni produkt dveh dreves. Prvi faktor je P3 in za korensko vozli²£e vzamemo
drugo vozli²£e. Graf je sestavljen iz kopij grafa P3, ki so med seboj povezane v
skladu z drugim faktorjem. Kot rezultat dobimo drevo. Formalno bi lahko to
lastnost pokazali s kak²no izmed karakterizacij dreves. Povezan graf G je na primer
drevo natanko tedaj, ko je m(G) = n(G) − 1. e imamo produkt G = G1 ⊓ G2 za
m(G1) = n(G1)−1 inm(G2) = n(G2)−1, bi torej radi videli, da jem(G) = n(G)−1.
Graf G ima n1n2 vozli²£. Za ²tevilo povezav uporabimo formulo (3.1) in dobimo
m(G) = m(G1)n(G2) +m(G2)
= (n(G1)− 1)n(G2) + (n(G2)− 1)
= n(G1)n(G2)− 1.
Podobno kot drevesna struktura se na produkt preneseta tudi dvodelnost in
ravninskost.
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Slika 18: Hierarhi£ni produkt dveh dreves
3.2 Vozli²£na hierarhija
Kot ºe vemo, je pomembno, katero vozli²£e v prvem faktorju vzamemo za koren-
sko. Enako na strukturo kon£nega grafa vpliva izbor nadaljnih korenskih vozli²£ v
primeru ve£ faktorjev. Preko vozli²£ zaklju£nega grafa, ki jih vsaj delno porodijo
korenska vozli²£a (to so tista, ki imajo na za£etku vsaj nekaj ni£el), so posamezni
faktorji oziroma podprodukti povezani v doti£en zaklju£ni produkt grafov. Ta vo-
zli²£a so torej tipi£no vi²je stopnje in jih lahko v sklopu omreºij obravnavamo kot
bolj pomembna. Iz tega izvira morebitna uporabnost hierarhi£nega produkta in tudi
njegovo ime.
Trditev 3.4. Naj bo Gi za i ∈ [k] graf, ki je δi-regularen. Naj bo x vozli²£e v
hierarhi£nem produktu G = G1⊓· · ·⊓Gk, ki je oblike x = (0, . . . , 0, xj, . . . , xk); xj ̸=
0. Tedaj je degG(x) =
∑j
i=1 δi. Takih vozli²£ je (n(Gj) − 1)
∏k
i=j+1 n(Gi). Stopnja
vozli²£a 0 = (0, . . . , 0) je enaka
∑k
i=1 δi.
Dokaz. Vozli²£e, ki ima na za£etku ni£lo, izvira iz korenskega vozli²£a prvega fak-
torja v produktu. e ima vozli²£e na za£etku dve ni£li, izvira iz korenskega vozli²£a
produkta prvih dveh faktorjev. Preko tega vozli²£a in ostalih vozli²£, ki imajo na
za£etku ni£lo, so kopije prvega grafa povezane v hierarhi£ni produkt prvih dveh
faktorjev. Kopije tega grafa bodo v hierarhi£ni produkt prvih treh faktorjev po-
vezane preko vozli²£, ki imajo na za£etku dve ni£li in tako naprej. Ko mnoºimo
prva dva faktorja, dobimo n(G2) kopij prvega grafa in edina vozli²£a, ki se jim v
kopijah spremeni stopnja, so vozli²£a oblike (0, i) za i ∈ [n(G2)− 1], ki vsa izvirajo
iz vozli²£a 0. Na naslednjem koraku se stopnja spremeni le vozli²£em oblike (0, 0, i)
za i ∈ [n(G3) − 1], ki vsa izvirajo iz vozli²£a (0, 0) in tako naprej. Vozli²£e, ki ima
na za£etku j ni£el, je torej j-krat dobilo nove povezave. Ta vozli²£a ob mnoºenju
z i-tim faktorjem tvorijo kopijo i-tega faktorja v hierarhi£nem produktu. tevilo
novih povezav, ki jih vozli²£e ustreznega tipa dobi na i-tem koraku, je torej enako
regularnosti naslednjega faktorja v produktu. Torej je res degG(x) =
∑j
i=1 δi.
Razmislimo zdaj, koliko je takih vozli²£. Vozli²£e, ki ima na za£etku j − 1 ni£el,
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prvi£ dobimo ob mnoºenju j−1 faktorjevdobimo namre£ vozli²£e, ki ima natanko
j − 1 ni£el. Ko produkt prvih (j − 1) faktorjev mnoºimo z j-tim faktorjem, dobimo
n(Gk) vozli²£, ki imajo na za£etku j − 1 ni£el. Med temi vozli²£i je eno vozli²£e, ki
je sestavljeno izklju£no iz ni£el in to vozli²£e nas ne zanima (gledamo vozli²£a, ki
imajo na za£etku natanko (j − 1) ni£el). Na tem koraku imamo torej (n(Gj) − 1)
ustreznih vozli²£. Vsa nadaljna vozli²£a ustrezne oblike izvirajo iz teh vozli²£ in ob
vsakem nadaljnem mnoºenju ²tevilo tovrstnih vozli²£ naraste za faktor, ki je enak
²tevilu vozli²£ naslednjega grafa v hierarhi£nem produktu. Formula sledi.
Vozli²£e 0 na vsakem izmed N korakov dobi nove povezave. Vsaki£ dobi toliko
novih povezav, kolikor je regularnost grafa, s katerim mnoºimo.
Produkt k enakih grafov bomo pisali s poten£nim zapisom, torej na primer G ⊓
G ⊓ G = G3. Graf Gk ima nk vozli²£. e je G δ-regularen, ima Gk le vozli²£a
stopnje jδ za j ∈ [k]. Za nek konkreten j je vozli²£ stopnje jδ po trditvi 3.4 natanko
(n(G)−1)·n(G)k−j. Vozli²£ stopnje kδ je n(G). e torej izberemo naklju£no vozli²£e
grafa Gk, bo to vozli²£e stopnje jδ z verjetnostjo
(n(G)− 1)n(G)k−j
n(G)k
= (n(G)− 1) · n(G)−j.
Slika 19: K33
Na sliki 19 je prikazan graf K33 , ki ima 27 vozli²£. Z belo so ozna£ena vozli²£a
stopnje 6 (3 vozli²£a). V grafu lahko najdemo ²e vozli²£a stopnje 2 (teh je 18) in 4
(teh je 6). Verjetnost, da bo naklju£no izbrano vozli²£e na primer stopnje 4, je torej
2/9.
3.3 Nekaj metri£nih lastnosti
Preden se lotimo faktorizacije, si bomo ogledali ²e nekaj metri£nih lastnosti hierar-
hi£nega produkta.







Dokaz. Za bolj²o preglednost v dokazu uvedimo naslednjo oznako. Za j ∈ [k] s Hj
ozna£imo hierarhi£ni produkt prvih j faktorjev grafa H, torej
Hj = G1 ⊓ · · · ⊓Gj; j ∈ [k].
Graf H je sestavljen iz n(Gk) kopij grafa Hk−1, ki so med seboj povezane, kot dolo£a






Slika 20: Shemati£ni prikaz grafa H za primer, ko je Gk = S5
Vse kopije grafa Hk−1 znotraj grafa H so med seboj izomorfne in v eni izmed teh
kopij je vozli²£e 0. Ozna£imo to kopijo s H0k−1. e ºelimo v H najti vozli²£e, ki je
najbolj oddaljeno od vozli²£a 0, ga moramo iskati v kopiji grafa Hk−1, ki je najbolj
oddaljena od H0k−1. Ker je po konstrukciji£e na kopije grafa Hk−1 gledamo kot na
vozli²£a (glej sliko 20)graf H enak grafu Gk, je najbolj oddaljena kopija grafa Hk−1
od H0k−1 oddaljena ϵGk(H
0
k−1). Enaka je tudi oddaljenost od vozli²£a 0, saj je H
0
k−1
z ostalimi kopijami grafa Hk−1 povezana ravno preko tega vozli²£a. Ozna£imo od
vozli²£a 0 najbolj oddaljeno kopijo grafa Hk−1 s H1k−1. Vozli²£e v H
1
k−1, do katerega
smo od vozli²£a 0 pri²li v ϵGk(H
0
k−1) korakih, je korensko vozli²£e tega grafa; to
je vozli²£e, ki ima z izjemo zadnje komponente same ni£le. e pogled zoºimo na
graf H1k−1 (torej preden smo mnoºili ²e z grafom Gk), je to dejansko vozli²£e samih
ni£el. Smo na za£etku dokaza, le en nivo v produktu niºje. V grafu H1k−1 i²£emo
vozli²£e, ki je najbolj oddaljeno od korenskega vozli²£a tega grafa. H1k−1 je sestavljen
iz n(Gk−1) kopij grafa Hk−2 in je po konstrukciji (£e na kopije grafa Hk−2 gledamo
kot na vozli²£a) enak grafu Gk−1. Ozna£imo kopijo grafa Hk−2, ki vsebuje vozli²£e
samih ni£el (z izjemo zadnje komponente) s H0k−2. Najbolj oddaljeno vozli²£e i²£emo
v najbolj oddaljeni kopiji grafa Hk−2 in ta je ravno na razdalji ϵGk−1(H
0
k−2). Na enak
na£in nadaljujemo in formula iz trditve sledi.
Trditev 3.6. Naj bo H = G1 ⊓ · · · ⊓ Gk. Z ρi(a, b) ozna£imo najkraj²o pot od
vozli²£a a do vozli²£a b v grafu Gi za i ∈ [k]. Potem za poljubni vozli²£i x in y grafa
H obstaja najkraj²a pot ρ(x, y) od x do y v H, ki se izraºa z najkraj²imi potmi ρi.
e ima graf Gk polmer rk in premer dk, sta polmer in premer grafa H enaka:
rH = rk +
k−1∑
i=1





Dokaz. Za vsak i ∈ [k], lahko ρi raz²irimo na vse kopije grafa Gi znotraj grafa H.
Ozna£imo tudi te raz²iritve z ρi. Za nek ksen i je kopija grafa Gi v H graf, ki
ga inducira mnoºica vozli²£ {(0, . . . , 0, xi, vi+1, . . . , vk; xi ∈ V (Gi)}, za neka ksna
vozli²£a vi+1, . . . , vk. Tako na primer na sliki 21 vozli²£a (0, 0, 3), (1, 0, 3) in (2, 0, 3)
tvorijo eno kopijo grafa G1 = C3. Za dve vozli²£i x = (0, . . . , 0, xi, vi+1, . . . , vk)
in y = (0, . . . , 0, yi, vi+1, . . . , vk) v neki kopiji grafa Gi znotraj H, torej z ρi(x, y)
ozna£imo najkraj²o pot med x in y znotraj te kopije.
Vzemimo zdaj dve poljubni vozli²£i x, y ∈ V (H) in naj bo z = zj+1, . . . , zk
najdalj²i konec niza, v katerem se vozli²£i x in y ujemata; vozli²£i x in y sta torej
oblike x = (x1, . . . , xj, zj+1, . . . , zk) in y = (y1, . . . , yj, zj+1, . . . , zk) (£e je j = k, je z
prazen niz). Potem lahko na podlagi ρi-jev na slede£ na£in tvorimo najkarj²o pot
od x do y ( ◦ ozna£uje spajanje poti).
ρ(x, y) =ρ1((x1, x2, . . . , xj, z), (0, x2, . . . , xj, z))◦
ρ2((0, x2 . . . , xj, z), (0, 0, x3, . . . , xj, z))◦
...
ρj((0, . . . , xj, z), (0, . . . , 0, yj, z))◦
...
ρ1((0, y2, . . . , yj, z), (y1, y2, . . . , yj, z)).
(3.5)
V (3.5) prva vrstica predstavlja premik znotraj kopije grafa G1 od vozli²£a x1 ∈
V (G1) do korenskega vozli²£a 0. Kak²na izmed poti v tem izrazu je lahko tudi
dolºine 0.
Kot primer si na sliki 21 poglejmo konstrukcijo najkraj²e poti od vozli²£a (2, 0, 0)
do (2, 1, 2). Niz z je v tem primeru prazen. Na prvem koraku se znotraj kopije grafa
G1 = C3 pomaknemo do vozli²£a (0, 0, 0); to je pot dolºine 1. e se striktno drºimo
vpeljanega algoritma, se moramo zdaj znotraj kopije grafa G2 = P2 pomakniti do
vozli²£a (0, 0, 0), kar pa je pot dolºine 0. Iz vozli²£a (0, 0, 0) se znotraj kopije grafa
G3 = C4 pomaknemo do vozli²£a (0, 0, 2). To je pot dolºine 2. Na naslednjem
koraku se znotraj kopije grafa P2 pomaknemo do vozli²£a (0, 1, 2), kar je pot dolºine
1. Za konec se ²e znotraj kopije grafa C3 premaknemo do vozli²£a (2, 1, 2). Tako
smo s pomo£jo ρi-jev skonstruirali najkraj²o pot med danima vozli²£ema:
ρ((2, 0, 0), (2, 1, 2)) =ρ1((2, 0, 0), (0, 0, 0)) ◦ ρ2((0, 0, 0), (0, 0, 0))◦
ρ3((0, 0, 0), (0, 0, 2)) ◦ ρ2((0, 0, 2), (0, 1, 2))◦
ρ1((0, 1, 2), (2, 1, 2)).
Pokaºimo zdaj, da se polmer grafa H res izraºa kot je zapisano v trditvi. Zo-
pet si bomo pomagali s primerom na sliki 20. Polmer grafa je po deniciji enak
najmanj²i ekscentri£nosti grafa. Med vsemi vozli²£i v H torej i²£emo vozli²£e, kate-
rega maksimalna oddaljenost od vseh ostalih vozli²£, bo najmanj²a moºna. Kot je
shemati£no prikazano na sliki 20, je graf H sestavljen iz kopij grafa Hk−1, ki so v










Slika 21: C3 ⊓ P2 ⊓ C4
vozli²£a grafa Gk. Vozli²£e z najmanj²o ekscentri£nostjo bomo iskali v kopiji grafa
Hk−1, ki ima kot vozli²£e v Gk, najmanj²o ekscentri£nost (tam je doseºen polmer
grafa Gk). Ozna£imo to kopijo grafa Hk−1 s H0k−1. Kopija grafa Hk−1, ki je od
H0k−1 najbolj oddaljena, je na razdalji rk. Ko se pomaknemo v to najbolj odda-
ljeno kopijoozna£imo jo s H1k−1pridemo v korensko vozli²£e tega grafa in i²£emo
od korenskega vozli²£a najbolj oddaljeno vozli²£e znotraj H1k−1. Graf H
1
k−1 je po
strukturi enak grafu Gk−1 in je sestavljen iz kopij grafov Hk−2. Kopijo, ki vsebuje
korensko vozli²£e grafa H1k−1 ozna£imo s H
0
k−2. Vozli²£e, ki je najbolj oddaljeno od
korenskega vozli²£a grafa H1k−1, se nahaja v kopiji grafa Hk−2, ki je najbolj oddaljena
od kopije, v kateri se nahaja korensko vozli²£e. Ta najbolj oddaljena kopija je na
razdalji ϵGk−1(H
0
k−2) = ϵGk−1(0) (tu na kopije grafa Hk−2 gledamo kot na vozli²£a
grafa Gk−1). Na enak na£in nadaljujemo in dobimo enakost iz trditve.
Za dokaz enakosti v zvezi s premerom grafa naredimo zelo podoben razmislek.
Znotraj grafa H poi²£emo kopiji grafa Hk−1, ki sta najbolj oddaljenitidve kopiji
sta na razdalji dk−1. To je razdalja med korenskima vozli²£ema teh dveh kopij. Ker
i²£emo premer, se moramo znotraj vsake izmed kopij £im bolj oddaljiti od korenskega
vozli²£a kopije. Od tu izvira ²tevilo 2 v enakosti. Na enak na£in nadaljujemo in
rezultat sledi.
Enakost (3.5) lahko z razdaljami izrazimo na slede£ na£in.
dH(x, y) = dGj(xj, yj) +
j−1∑
i=1
(dGi(xi, 0) + dGi(0, yi)). (3.6)
Denicija. Naj bo G = (V,E) graf s korenskim vozli²£em 0. Tedaj je lokalna








Trditev 3.7. Naj bosta Gi za i ∈ [2] grafa s korenskim vozli²£em 0. Ozna£imo njuni
lokalni povpre£ni razdalji (od korenskega vozli²£a) z d0i ter povpre£ni razdalji z di za









[(n(G1)− 1)d1 + n(G1)(n(G2)− 1)(d2 + 2d01)]; n = n(G1) · n(G2).
Dokaz. Najprej poskusimo izraziti dH . Izra£unati moramo povpre£je vseh razdalj
v grafu H. Izra£un razdelimo na dva dela; na razdaljo med vozli²£i, ki so znotraj
iste kopije grafa G1 in na razdaljo med vozli²£i, ki so v razli£nih kopijah grafa
G1. Druga£e povedano: za izbrani vozli²£i (x1, x2) in (y1, y2) lo£imo primera, ko je



















dH((x1, x2), (y1, y2))
]
. (3.7)
Lokalna povpre£na razdalja d00H je del povpre£ne razdalje dH . e v (3.7) splo²no
vozli²£e (x1, x2) nadomestimo s ksnim korenskim vozli²£em, dobimo ravno d00H . e











dH((0, 0), (y1, y2))
]
. (3.8)











dG1(0, y1) + dG2(0, y2)
]
.




































(dG2(x2, y2) + dG1(x1, 0) + dG1(0, y1))
]
.
























Z nadaljno uporabo denicij povpre£ne razdalje, lokalne povpre£ne razdalje in bi-











































































[(n(G1)− 1)d1 + n(G1)(n(G2)− 1)(d2 + 2d01)].
3.4 Posplo²itev hierarhi£nega produkta
Hierarhi£ni produkt, ki smo ga obravnavali do zdaj, se v literaturi pogosto pojavlja
tudi pod imenom korenski produkt. eprav je bil hierarhi£ni produkt sprva zares
uveden v skladu z denicijo 3.1, bomo od tu naprej pod imenom hierarhi£ni produkt
razumeli njegovo splo²nej²o obliko, ki jo bomo vpeljali v deniciji 3.8.
Denicija 3.8. Dani so gra G1, . . . , Gk in podmnoºice vozli²£ Ui ⊆ V (Gi) za
i ∈ [k − 1]. Posplo²eni hierarhi£ni produkt (za nas od sedaj naprej kar hierarhi£ni
produkt) G = G1(U1)⊓· · ·⊓Gk−1(Uk−1)⊓Gk je graf z mnoºico vozli²£ V (G1)×· · ·×
V (Gk) in mnoºico povezav, ki jo dolo£a relacija
(x1, . . . , xk) ∼
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(y1, x2, x3, . . . , xk); £e x1 ∼ y1 v G1
(x1, y2, x3, . . . , xk); £e x2 ∼ y2 v G2 in x1 ∈ U1
(x1, x2, y3, . . . , xk); £e x3 ∼ y3 v G3 in x1 ∈ U1, x2 ∈ U2
...
(x1, x2, x3, . . . , yk); £e xk ∼ yk v Gk
in xi ∈ Ui za i ∈ [k − 1].
Mnoºici Ui re£emo korenska mnoºica grafa Gi.
e za vsak i vzamemo Ui = ∅, dobimo disjunktno unijo
∏k
i=2 ni kopij grafa G1
(slika 22). e je za vsak i mo£ mnoºice Ui enaka 1, dobimo korenski produkt, ki smo
ga obravnavali v prej²njih poglavjih (slika 23). Kot poseben primer hierarhi£nega
produkta lahko zdaj izpostavimo kartezi£ni produkt, ki ga dobimo, £e za vsak i
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vzamemo Ui = V (Gi) (slika 14). Za druga£ne izbire korenskih mnoºic dobimo
nekaj novega (slika 24). Poglejmo si nekaj osnovnih zgledov hierarhi£nega produkta
P3(U1) ⊓ P2(U2) ⊓ P2 za razli£ne izbire korenskih mnoºic U1 in U2. Na slikah 23
in 24 je rezultat namenoma narisan na druga£en na£in. Izpostaviti ºelimo, da se z
ve£anjem ²tevila faktorjev pove£uje dimenzija grafa. Iz tega vidika lahko tudi na


















Slika 24: P3({0, 2}) ⊓ P2({0}) ⊓ P2
Denicija 3.9. Hierarhi£nemu produktu G = G1(U1)⊓ · · · ⊓Gk prirejeni kartezi£ni
produkt G = G1 · · ·Gk imenujemo kartezi£ni produkt pridruºen hierarhi£nemu
produktu G.
Tudi v posplo²eni verziji hierarhi£nega produkta v skladu z denicijama 1.2 in 1.3











Slika 25: P3({0, 1, 2}) ⊓ P2({0, 1}) ⊓ P2
produkta G = G1(U1)⊓ · · · ⊓Gk. e je gi ∈ Ui za i ∈ [j], je sloj Ggj povezan. Res; v
Ggj so vozli²£a, za katera velja, da se vse njihove koordinate, z izjemo j-te, ujemajo
s koordinatami vozli²£a g. Dve taki vozli²£i sta po deniciji hierarhi£nega produkta
sosednji, £e sta njuni j-ti koordinati sosednji kot vozli²£i v Gj in je gi ∈ Ui za i ∈ [j].
V zgledu na sliki 24, je na primer sloj G(2,0,0)3 povezan, ker je 2 ∈ U1 in 0 ∈ U2. Sloj
G
(2,1,0)
3 ni povezan, ker 1 /∈ U2.
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4 Faktorizacija v hierarhi£nem produktu
V tem poglavju obravnavamo problem faktorizacije za hierarhi£ni produkt. Analo-
gnost zaporedja in vsebine trditev iz razdelka, ki obravnava faktorizacijo kartezi£-
nega produkta, je o£itna.
Podobno kot v kartezi£nem produktu tudi tu pravimo, da je graf pragraf, £e je
netrivialen (torej ni enak K1) in se ga ne da izraziti kot hierarhi£ni produkt dveh
netrivialnih faktorjev. Z drugimi besedami: £e je G ̸= K1 pragraf in ga lahko
izrazimo kot G = G1(U1) ⊓G2, je bodisi G1 = K1 bodisi G2 = K1.
Najprej se osredoto£imo na primer, ko je vsaj eden izmed faktorjev nepovezan
graf. Vemo, da je kartezi£ni produkt poseben primer hierarhi£nega in videli smo ºe,
da faktorizacija v razredu (morda) nepovezanih grafov ni enoli£na glede na karte-
zi£ni produkt. Sledi, da to velja tudi za hierarhi£ni produkt. eprav torej vemo,
kak²en je rezultat, poskusimo poiskati primer (nepovezanega) grafa, ki nima eno-
li£ne faktorizacije glede na hierarhi£ni produkt, a ima enoli£no faktorizacijo glede
na kartezi£ni produkt. Trdimo, da sta grafa, ki se glede na hierarhi£ni produkt za
U1 = V (K1) in W1 = ∅ razcepita na slede£ na£in, izomorfna:
(K1 +K2)(U1) ⊓K2 ∼= K2(W1) ⊓ (K1 +K1 +K1). (4.1)




Slika 26: Graf iz ena£be (4.1)
Preveriti moramo le ²e, da so vsi faktorji nerazcepni. Ker imajo vsi faktorji
pra²tevilsko mo£ mnoºic vozli²£, so ti gra res nerazcepni.
Od tu naprej se zopet osredoto£imo le na povezane grafe. Hitro lahko vidimo,
da je hierarhi£ni produkt G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓ Gk povezan natanko tedaj, ko je za
vsak i ∈ [k] graf Gi povezan in je Ui ̸= ∅ za vsak i ∈ [k − 1].
Za dan hierarhi£ni produkt G bomo rekli, da sta inciden£ni povezavi e in f v
razli£nih slojih, £e za neka i, j ∈ [k] (i ̸= j) velja, pi(e) ∈ E(Gi) in pj(f) ∈ E(Gj).
Intuitivno to pomeni, da sta tidve povezavi v kopijah razli£nih faktorjev danega
hierarhi£nega produkta.
Denicija. Naj bo G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓ Gk. Naj bo za vsak i ∈ [k] dano vozli²£e
xi ∈ V (Gi) in vozli²£i yj ∈ V (Gj) \ {xj} ter yl ∈ V (Gl) \ {xl} za neka j, l ∈ [k],
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j < l. Deniramo naslednja vozli²£a:
u1 =(x1, . . . , xj, . . . , xl, . . . , xk)
u2 =(x1, . . . , yj, . . . , xl, . . . , xk)
u3 =(x1, . . . , yj, . . . , yl, . . . , xk)
u4 =(x1, . . . , xj, . . . , yl, . . . , xk)
Ozna£imo s H podgraf grafa G, ki ga inducirajo vozli²£a u1, u2, u3 in u4. Pravimo,
da je H polkvadrat, £e je E(H) = {u1u2, u2u3, u3u4} in kvadrat, £e je E(H) =
{u1u2, u2u3, u3u4, u1u4}.
Primer. Na sliki 27 je s £rtkano £rto prikazan primer kvadrata in s pik£asto primer




Slika 27: P3({1, 2}) ⊓ P3
Lema 4.1. Naj bosta e in f inciden£ni povezavi grafa G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓ Gk, ki
pripadata razli£nima slojema: e je v Gi- in f v Gj-sloju za neka i, j ∈ [k]; i < j.
Potem v G obstaja natanko en kvadrat ali polkvadrat, ki vsebuje e in f . Ta kvadrat
oziroma polkvadrat nima diagonal.
Dokaz. Povezavo e, ki je iz Gi-sloja, lahko zapi²emo na slede£ na£in:
e = uw = (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk)(x1, . . . , yi, . . . , xj, . . . , xk).
Tu je xl ∈ V (Gl) za l ∈ [k] in yi ∈ V (Gi). Poleg tega je po deniciji hierarhi£nega
produkta xl ∈ Ul za l ∈ [i− 1] in xiyi ∈ E(Gi). Podobno lahko f , ki je iz Gj-sloja,
zapi²emo kot
e = wv = (x1, . . . , yi, . . . , xj, . . . , xk)(x1, . . . , yi, . . . , yj, . . . , xk).
Tu je zdaj ²e yi ∈ Ui, xl ∈ Ul za i+1 ≤ l ≤ j−1 in xjyj ∈ E(Gj). S tovrstnima pove-
zavama je morebitni kvadrat, ki tidve povezavi vsebuje, enoli£no dolo£en; povezavi
namre£ enoli£no dolo£ata vsa ²tiri vozli²£a morebitnega kvadrata ali polkvadrata. e
torej pokaºemo, da sta povezavi e in f res na nekem kvadratu oziroma polkvadratu,
bo lema dokazana.
Ker je xl ∈ Ul za l ∈ [i− 1] in ker je xiyi ∈ E(Gi), je
g := zv = (x1, . . . , xi, . . . , yj, . . . , xk)(x1, . . . , yi, . . . , yj, . . . , xk) ∈ E(G).
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1. e je xi ∈ Ui, je uz ∈ E(G):
uz = (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk)(x1, . . . , xi, . . . , yj, . . . , xk).
Vemo namre£, da je xl ∈ Ul za l ∈ [j − 1] \ {i} ter xjyj ∈ E(Gj). Imamo torej
kvadrat, ki ga tvorijo povezave e, f , g in uz. Ta kvadrat po deniciji hierarhi£nega
produkta nima diagonal.
2. e xi /∈ Ui, povezave e, f in g tvorijo polkvadrat, ki spet po deniciji hierarhi£nega
produkta nima diagonal.
Zdaj se osredoto£imo na podgrafe hierarhi£nega produkta. Zanimajo nas taki
podgra, ki so tudi sami zase hierarhi£ni produkti.
Denicija. Naj bo G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓Gk. Podprodukt v G je podgraf grafa G, ki
je oblike H1(W1) ⊓ · · · ⊓Hk, kjer je Hi ⊆ Gi za i ∈ [k] in Wj ⊆ Uj za j ∈ [k − 1].
e takoj po posplo²itvi hierarhi£nega produkta smo v deniciji 3.9 uvedli pojem
pridruºenega kartezi£nega produkta in ga za hierarhi£ni produkt G ozna£ili z G.
Ker se omejujemo le na povezane grafe, je G povezan. Za poljubni vozli²£i a,
b ∈ V (G) torej obstaja pot od a do b. Za izbrani vozli²£i to pot ozna£imo s P. V
naslednjih korakih bomo karakterizirali podgrafe hierarhi£nega produkta, ki se jih
da izraziti v obliki podprodukta.
Denicija. Naj bo H podgraf grafa G = G1(U1)⊓· · ·⊓Gk in naj bosta a, b ∈ V (H).
Pravimo, da je H hierarhi£no konveksen, £e je za vsako najkraj²o G-pot P med a
in b, vsaka Gi-povezava poti P, ki je vsebovana v G, vsebovana tudi v H za i ∈ [k]
in vsak par vozli²£ a, b.
Primer. Podgrafa na sliki 28 sta ozna£ena s £rtkano £rto. Prvi podgraf ni hierar-







Slika 28: P3({1, 2}) ⊓ P3
Lema 4.2. Naj bo H podgraf hierarhi£nega produkta G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓ Gk, ki
je hierarhi£no konveksen in naj bosta e in f inciden£ni povezavi iz razli£nih slojev.
Potem je kvadrat oziroma polkvadrat, ki vsebuje povezavi e in f , vsebovan tudi v H.
Dokaz. Denimo, da je povezava e v Gi-sloju in f v Gj-sloju za neka i, j ∈ [k]; i < j.
Zapi²emo lahko:
e =(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk)(x1, . . . , yi, . . . , xj, . . . , xk) = uw
f =(x1, . . . , yi, . . . , xj, . . . , xk)(x1, . . . , yi, . . . , yj, . . . , xk) = wv.
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Pri tem je xl ∈ Ul za l ∈ [j − 1], yi ∈ Ui, xiyi ∈ E(Gi) in xjyj ∈ E(Gj). Naj bo
z = (x1, . . . , xi, . . . , yj, . . . , xk).
Tedaj sta P1 = uwv in P

2 = uzv najkraj²i G
-poti od u do v. e so torej vozli²£a
u, w, v in z vsebovana v kvadratu v G, je ta kvadrat nujno tudi v H, ker je H
hierarhi£no konveksen. e so vozli²£a u, w, v in z vsebovana v polkvadratu, potem
xi /∈ Ui in zato uz /∈ E(H).
Lema 4.3. e je G hierarhi£ni produkt in je H hierarhi£no konveksen podgraf grafa
G, je H podprodukt.
Dokaz. Naj bo torej H hierarhi£no konveksen podgraf grafa G in a ter b dve razli£ni
vozli²£i grafa H. Zaradi asociativnosti hierarhi£nega produkta zado²£a lemo poka-
zati za primer, ko je G = G1(U1)⊓G2. Pi²emo lahko torej: a = (a1, a2) in b = (b1, b2).
Pokazati ºelimo, da je H podprodukt; to je, da je oblike H = H1(W1)⊓H2, pri £emer
je H1 ⊆ G1, H2 ⊆ G2 in W1 ⊆ U1. Mnoºica vozli²£ grafa H mora biti torej enaka
kartezi£nemu produktu mnoºic vozli²£ nekih grafov H1 in H2. Druga£e povedano:
ker H vsebuje vozli²£i a in b, mora vsebovati tudi vozli²£i (b1, a2) in (a1, b2). e to
pokaºemo, bo lema dokazana. Graf H bo namre£ zaradi hierarhi£ne konveksnosti
vseboval tudi vse ustrezne povezave£e sta v H dve vozli²£i, ki sta v G sosednji,
sta nujno sosednji tudi v H, saj je pot dolºine ena najkraj²a pot med sosednjima
vozli²£ema. Tako bomo vedeli, da je H hierarhi£ni produkt. Ker je podgraf v grafu
G, bo nujno tudi W1 ⊆ U1 in s tem bo H podprodukt.
e je a1 = b1, je lema dokazana, saj je v tem primeru (a1, b2) = (b1, b2) ∈ V (H)
in (b1, a2) = (a1, a2) ∈ V (H). Podoben sklep naredimo, £e je a2 = b2.
Naj bo torej a1 ̸= b1 in a2 ̸= b2. Naj bo P najkraj²a pot v G med a in b. Vsako
povezavo te poti ena izmed projekcij p1 in p2 preslika v povezavo in druga v vozli²£e.
Opazimo, da je p1(P) najkraj²a pot med a1 in b1 v G1 in p2(P) najkraj²a pot od
















2 ∈ V (G2).
V G lahko deniramo
{a1} × p2(P) = (a1, a2)(a1, x12) . . . (a1, xk2)(a1, b2) in
p1(P




e poti {a1} × p2(P) in p1(P) × {b2} staknemo v (a1, b2), dobimo pot dolºine
dG1(a1, b1) + dG2(a2, b2), kar je najkraj²a G
-pot od vozli²£a (a1, a2) do (b1, b2). Pot
p1(P
)×{b2} je vsebovana v G; to je namre£ pot znotraj ene izmed kopij grafa G1.
Zaradi hierarhi£ne konveksnosti grafaH je ta pot tudi vH in zato je (a1, b2) ∈ V (H).
Za ponazoritev zgornjih sklepov si poglejmo primer na sliki 29. Tu za graf G
vzamemo P3({1, 2}) ⊓ P3. Podgraf H je ozna£en z belimi vozli²£i, £rtkani £rti pa
ponazarjata povezavi, ki grafu G manjkata do G. Vzemimo vozli²£i (2, 0) in (0, 1).
Ena izmed najkraj²ih G-poti med tema vozli²£ema je P = (2, 0)(2, 1)(1, 1)(0, 1).





Slika 29: P3({1, 2}) ⊓ P3
pot med 0 in 1 v grafu G2 = P3. Pot p1(P × {1}) je vsebovana v G in ker je del
najkraj²e G-poti med vozli²£ema iz H, je ta pot tudi v H in zato je (2, 1) ∈ V (H).
Podobno kot v (4.2) lahko v G deniramo
{b1} × p2(P) = (b1, a2)(b1, x12) . . . (b1, xk2)(a1, b2) in
p1(P
)× {a2} = (a1, a2)(x11, a2) . . . (x
j
1, a2)(b1, a2).
S stikom poti p1(P)×{a2} in {b1}×p2(P) v vozli²£u (b1, a2) dobimo najkraj²o G-
pot med vozli²£ema a in b, ki sta po predpostavki vsebovani v H. Pot p1(P)×{a2}
je vsebovana v grafu G, saj je del ene izmed kopij grafa G1 = P3. Ker je to odsek
najkraj²e poti med vozli²£ema a in b, je pot p1(P) × {a2} vsebovana tudi v H.
Tako je (b1, a2) ∈ V (H) in zato je H podprodukt.
Lema 4.4. Naj bo G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓ Gk. Vsak sloj Gaj = {a1} ⊓ · · · ⊓ Gj(Uj) ⊓
· · · ⊓ {ak}, kjer je ai ∈ Ui za i ∈ [j − 1], je povezan podprodukt, ki je hierarhi£no
konveksen v G.
Dokaz. Graf Gaj je povezan, ker je povezan graf Gj. Omejujemo se namre£ le na
povezane grafe. Vsaka najkraj²a pot med dvema vozli²£ema v Gajto je med dvema
vozli²£ema iz istega slojav celoti poteka znotraj tega sloja. Graf Gaj je torej
hierarhi£no konveksen. Ker je Gaj hierarhi£no konveksen podgraf, je po lemi 4.3
podprodukt.
Sledi kon£ni izrek tega poglavja. Pokazali bomo, da je razcep na pragrafe glede
na hierarhi£ni produkt enoli£en v razredu povezanih grafov. Druga£e povedano:
£e dva izomorfna grafa zapi²emo kot hierarhi£ni produkt pragrafov, je ta zapis do
permutacije faktorjev natan£no enoli£en.
Izrek. Naj bo φ izomorzem med povezanima grafoma G in H, ki se ju da izraziti
kot hierarhi£ni produkt pragrafov:
G = G1(U1) ⊓ · · · ⊓Gn
H = H1(W1) ⊓ · · · ⊓Hm.
Pri tem je Ui ⊆ V (Gi) za i ∈ [n − 1] in Wj ⊆ V (Hj) za j ∈ [m − 1]. Potem za
nek a ∈ V (G) obstaja permutacija π mnoºice [n], da je φ(Gai ) = H
φ(a)
π(i) za i ∈ [n] in
m = n.
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Dokaz. Fiksirajmo j ∈ [n] in a = (a1, . . . , an). Pri tem je ai ∈ Ui za i ∈ [j]. Naj
bo φ(a) = b = (b1, . . . , bm). Po lemi 4.4 vemo, da je Gaj povezan podprodukt grafa
G, ki je hierarhi£no konveksen v G. Ker je φ izomorzem, je graf φ(Gaj ) povezan
in hierarhi£no konveksen v H. Potemtakem je φ(Gaj ) tudi podprodukt, zato lahko
zapi²emo:
(b1, . . . , bm) ∈ φ(Gaj ) = F1(Z1) ⊓ · · · ⊓ Fm,
kjer je Fi ⊆ Hi za i ∈ [m] in Zk ⊆ Gk za k ∈ [m − 1]. Ker je Gj ∼= Gaj ∼= φ(Gaj )
pragraf, je Fi = {bi} za vse z izjemo enega i ∈ [m]. Ozna£imo ta indeks s π(i).
Poleg tega je φ(Gaj ) povezan, zato je po deniciji hierarhi£nega produkta bi ∈ Wi
za vsak i ∈ [π(i)]. Posledi£no je φ(Gaj ) ⊆ F
φ(a)





Ponovimo razmislek. Graf F φ(a)π(i) je sloj in je zato hierarhi£no konveksen. Ker je φ
−1
izomorzem, je φ−1(F φ(a)π(i) ) hierarhi£no konveksen v G in kot tak tudi podprodukt.
Poleg tega je φ−1(F φ(a)π(i) ) pragraf, zato je φ
−1(F
φ(a)
π(i) ) ⊆ Gaj . Torej je φ(Gaj ) = F
φ(a)
π(i) .
Pokazati moramo ²e, da je π : [n] → [m] permutacija. Trdimo, da je π injektivna.
e je π(i) = π(j), je





Ker graf F φ(a)π(i) ni trivialen, imata φ(G
a
i ) in φ(G
a
j ) netrivialen presek (to je presek je
neprazen in ni enak K1). Dva sloja z netrivialnim presekom sta enaka, zato je i = j.
Preslikava π je torej injektivna in n ≤ m. Razmislek lahko ponovimo za φ−1. Sledi,
da je m ≤ n. Torej je m = n in π je permutacija.
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5 Dominacija v hierarhi£nem produktu
V tem poglavju predstavimo problem dominacije v hierarhi£nem produktu. Izpe-
ljemo nekaj mej za dominantno ²tevilo. Rezultati so zaradi ve£je kompleksnosti
hierarhi£nega produkta manj splo²ni kot v primeru kartezi£nega produkta. Obrav-
navamo le primere, ko je vsaj eden izmed faktorjev pot. Kot stranski rezultat
vidimo tudi, da Vizingova domneva velja za poti, kar je seveda ²ibkej²a trditev od
ºe pokazaneVizingova domneva velja za drevesa.
Navedli smo ºe nekaj mej za dominantno ²tevilo kartezi£nega produkta. Zdaj bi
radi podobno naredili ²e za hierarhi£ni produkt. Za graf G = G1(U1) ⊓ G2 bi radi
omejili γ(G) na podlagi γ(G1) in γ(G2). Ker vemo, da je razcep na prafaktorje glede
na hierarhi£ni produkt enoli£en, bo iz tega vidika tudi meja za dominantno ²tevilo
enoli£na. Obravnavali bomo sicer bolj splo²ne primere, ko faktorji ne bodo nujno
nerazcepni. Te faktorje lahko seveda vedno razcepimo na nadaljne grafe in v kon£ni
fazi pridemo vsaj do glede na enoli£en razcep enoli£ne meje za dominantno ²tevilo.
Dominantno ²tevilo grafa se z dodajanjem povezav kve£jemu zmanj²a. e imamo
graf G in mu dodamo povezavo e, je torej γ(G) ≥ γ(G ∪ {e}). tevilo povezav v
hierarhi£nem produktu danih grafov G1 in G2 je odvisno od mo£i mnoºice U1. Hitro
lahko vidimo, da velja
|E(G1(U1) ⊓G2)|= n(G2)m(G1) + |U1|m(G2).
V G1(U1) ⊓ G2 dobimo namre£ toliko kopij grafa G1, kolikor je vozli²£ v grafu G2.
Poleg tega dobimo ²e |U1| kopij grafa G2. Ve£ja, ko bo torej mo£ mnoºice U1, ve£ja
bo mo£ mnoºice povezav grafa G1(U1) ⊓G2. Od tod sledi naslednja lema.
Lema 5.1. Za poljuben graf G reda n in poljuben graf H je
γ(G(U1) ⊓H) ≥ γ(G(U2) ⊓H) ≥ · · · ≥ γ(G(Un) ⊓H) = γ(GH),
kjer je U1 ⊆ U2 ⊆ · · · ⊆ Un in |Uk|= k za k ∈ [n].
V nadaljevanju bomo za hierarhi£ni produkt G(U) ⊓ H uporabljali naslednji
oznaki:
Hv = {(v, y); y ∈ V (H)},
Gy = {(v, y); v ∈ V (G)}.
Za za£etek se osredoto£imo na dominantno ²tevilo za primer, ko je G pot. V splo-
²nem velja, da je γ(G(∅) ⊓H) = |V (H)|·γ(G), saj je to nepovezan graf, ki ga tvori
|V (H)| kopij grafa G. Velja torej





Naslednji izrek bo povedal, kak²no je dominantno ²tevilo hierarhi£nega produkta
G(U) ⊓H, kjer je G = Pm in |U1|= 1.
Izrek 5.2. Naj bo G = Pm in U = {xj}, kjer je j ∈ [m] in xj j-to vozli²£e poti
Pm. Naj bo H poljuben graf reda n. e je m ≡ 1 (mod 3) in j ≡ 1 (mod 3), je
γ(Pm(U) ⊓H) = n(γ(Pm)− 1) + γ(H), sicer je γ(Pm(U) ⊓H) = nγ(Pm).
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Dokaz. Naj bo D poljubna dominantna mnoºica grafa Pm(U) ⊓ H in ozna£imo
Dx = D ∩Hxj . Mnoºica Dx torej vsebuje vsa vozli²£a iz neke dominantne mnoºice
D, ki so j-to vozli²£e neke kopije grafa Pm v Pm(U)⊓H. Z D∗ ozna£imo projekcijo
mnoºice Dx na graf H: D∗ = {y ∈ V (H); (xj, y) ∈ D}. Za vsako vozli²£e y ∈ D∗
velja, da vozli²£e (xj, y) v ustreznem Pm-sloju dominira vozli²£a (xj−1, y), (xj, y) in
(xj+1, y). Vsa ostala vozli²£a tega Pm-sloja morajo biti torej dominirana s strani
vozli²£, ki pripadajo temu sloju. Za y ∈ D∗ velja:
|D ∩Gy|≥ 1 + γ(Pj−2) + γ(Pm−j−2), (5.1)
kjer je v na²em primeru G = Pm. Razmislimo, da ta neenakost res velja. Gledamo
mo£ preseka neke dominantne mnoºice D hierarhi£nega produkta in nekega G-sloja.
Zanima nas torej koliko najmanj vozli²£ potrebujemo, da dominiramo neko kopijo
grafa G = Pm v hierarhi£nem produktu Pm(U) ⊓H za U = {xj}. Gotovo potrebu-
jemo vsaj eno vozli²£e. Kot smo ºe ugotovili, vozli²£e (xj, y) za y ∈ D∗ dominira
vozli²£a (xj−1, y), (xj, y) in (xj+1, y). Da dominiramo vozli²£a (x1, y), . . . , (xj−2, y),
potrebujemo ²e γ(Pj−2) vozli²£. Podobno potrebujemo ²e γ(Pm−j−1) vozli²£, da do-
miniramo vozli²£a (xj+2, y), . . . , (xm, y). Neenakost (5.1) sledi. Oporni zgled za ta
razmislek je prikazan na sliki 30. V tem primeru je G = P6 in j = 3. e je vozli²£e
(3, y) v neki dominantni mnoºici, dominira samo sebe in vozli²£i (2, y) ter (4, y). Da







Slika 30: Ponazoritev razmisleka za neenakost (5.1)
Po drugi strani, £e y /∈ D∗, velja
|D ∩Gy|≥ γ(Pj−1) + γ(Pm−j). (5.2)
Res; mnoºica D∩Gy mora dominirati Pm-sloj v grafu Pm(U)⊓H. Pri tem D∩Gy ne
vsebuje j-tega vozli²£a poti Pm. Pred j-tim vozli²£em je j− 1 vozli²£, ki tvorijo pot
dolºine j − 1; da dominiramo ta del grafa, potrebujemo γ(Pj−1) vozli²£. Podobno,
da dominiramo pot za j-tim vozli²£em, potrebujemo γ(Pm−j) vozli²£. Neenakost
(5.2) sledi.
Premislimo zdaj, da velja tudi naslednja neenakost:
1 + γ(Pj−2) + γ(Pm−j−1) ≥ γ(Pm). (5.3)
Neenakost (5.3) preverimo tako, da lo£imo vse moºne primere glede na vrednost
parametrov m in j (mod 3). Rezultati so prikazani v tabeli 1. Vidimo, da je leva
stran ena£be res v vsakem izmed moºnih primerov ve£ja ali enaka od desne.
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j m γ(Pj−2) γ(Pm−j−1) leva stran γ(Pm)
3k 3l k l − k l + 1 l
3k 3l + 1 k l − k l + 1 l + 1
3k 3l + 2 k l − k + 1 l + 2 l + 1
3k + 1 3l k l − k l + 1 l
3k + 1 3l + 1 k l − k l + 1 l + 1
3k + 1 3l + 2 k l − k l + 1 l + 1
3k + 2 3l k l − k − 1 l l
3k + 2 3l + 1 k l − k l + 1 l + 1
3k + 2 3l + 2 k l − k l + 1 l + 1
Tabela 1: Tabela moºnih vrednosti neenakosti (5.3)
Privzemimo zdaj, da m ̸≡ 1 (mod 3) in j ̸≡ 1 (mod 3). V tem primeru velja tudi
neenakost (5.4), ki jo zopet preverimo s pregledom vseh moºnih primerov. Rezultati
so prikazani v tabeli 2.
γ(Pj−1) + γ(Pm−j) ≥ γ(Pm). (5.4)
j m γ(Pj−1) γ(Pm−j) leva stran γ(Pm)
3k 3l k l − k l l
3k 3l + 1 k l − k + 1 l + 1 l + 1
3k 3l + 2 k l − k + 1 l + 1 l + 1
3k + 1 3l k l − k l l
3k + 1 3l + 2 k l − k + 1 l + 1 l + 1
3k + 2 3l k + 1 l − k l + 1 l
3k + 2 3l + 1 k + 1 l − k l + 1 l + 1
3k + 2 3l + 2 k + 1 l − k l + 1 l + 1
Tabela 2: Tabela moºnih vrednosti neenakosti (5.4)
Izpeljali smo ²tiri neenakosti, ki jih bomo zdaj uporabili za oceno mo£i dominan-
tne mnoºice D, v primeru ko m ̸≡ 1 (mod 3) in j ̸≡ 1 (mod 3). Najprej upo²tevamo,





Dobljeno vsoto lahko razdelimo na dva dela; v prvem delu zajamemo vse y-e, ki so
v mnoºici D∗, v drugem pa tiste, ki niso. Izraz preoblikujemo z uporabo neenakosti











≥ |D∗|γ(Pm) + (n− |D∗|)γ(Pm) = nγ(Pm).
(5.5)
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Dobili smo spodnjo mejo za dominantno ²tevilo v primeru, ko m ̸≡ 1 (mod 3) in
j ̸≡ 1 (mod 3). Poleg tega je γ(Pm(∅) ⊓H) = nγ(Pm) in ∅ ⊆ U , zato je
γ(Pm(U) ⊓H) ≤ nγ(Pm). (5.6)
Iz neenakosti (5.5) in (5.6) dobimo enakost iz izreka za primer, ko je m ̸≡ 1 (mod 3)
in j ̸≡ 1 (mod 3):
γ(Pm(U) ⊓H) = nγ(Pm).
Naj bo zdaj m ≡ 1 (mod 3) in j ≡ 1 (mod 3). Naj bo DH neka najmanj²a
dominantna mnoºica grafa H. Ozna£imo:
D1 = {(xj, y); y ∈ DH} in
D2 = {(xi, y); i ≡ 0 (mod 3), £e i > j; i ≡ 2 (mod 3), £e i < j, y ∈ V (H)}.
Trdimo, da je D1 ∪D2 dominantna mnoºica grafa Pm(U) ⊓H ter da je njena mo£
n(γ(Pm) − 1) + γ(H). Mnoºici D1 in D2 sta disjunktni in |D1|= |DH |= γ(H).
Razmislimo, kak²na je mo£ mnoºice D2. Pomagajmo si s primerom.
Slika 31: Zgled mnoºic D1 in D2 v grafu P7({4}) ⊓ C4
Na sliki 31 je prikazan produkt P7({4}) ⊓ C4. Primer mnoºice DH je ozna£en s
kolobarjema, mnoºica D2 pa je ozna£ena z belimi vozli²£i. V tem zgledu je j = 4,
zato mnoºico D2 sestavljajo vozli²£a oblike (2, y) in (6, y). Za ksen y in j bi bila
mnoºica
{(xi, y); i ≡ 0 (mod 3), £e i > j; i ≡ 2 (mod 3), £e i < j, y ∈ V (H)} ∪ {(xj, y)}
dominantna mnoºica sloja Gy ∼= Pm. Celoten del poti za j-tim in pred j-tim voz-
li²£em izbranega sloja mnoºica D2 dominira. Nedominirano ostane le j-to vozli²£e.
Mnoºici D2 torej do dominantne mnoºice posameznega sloja manjka le eno vozli²£e.
Sledi, da je
|D2|= (γ(Pm − 1)) · n
in zato
|D1 ∪D2|= (γ(Pm)− 1) · n+ γ(H).
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Razmislimo ²e, da je mnoºica D1∪D2 res dominantna mnoºica grafa Pm(U)⊓H.
Kot smo ºe ugotovili, mnoºica D2 dominira vsako kopijo grafa G z izjemo j-tega
vozli²£a posamezne kopije. Toda j-to vozli²£e je v korenski mnoºici in je s tem tudi
del H-sloja, ki pa ga dominira mnoºica D1. Tako smo skonstruirali dominantno
mnoºico grafa Pm(U) ⊓H. e je m ≡ 1 (mod 3) in j ≡ 1 (mod 3), je torej
γ(Pm(U) ⊓H) ≤ (γ(Pm)− 1) · n+ γ(H). (5.7)
Videli smo ºe, da v primeru, ko je m ̸≡ 1 (mod 3) in j ̸≡ 1 (mod 3), velja
neenakost (5.4). e je m ≡ 1 (mod 3) in j ≡ 1 (mod 3), velja
γ(Pj−1) + γ(Pm−j) = γ(Pm)− 1. (5.8)
To lahko preverimo, £e tabelo 2 dopolnimo z edinim manjkajo£im primerom, torej:





















= k + l − k = l = γ(Pm)− 1.
Ozna£imo zdaj A = NH(D∗) \ D∗ in B = V (H) \ (A ∪ D∗). Za laºjo predstavo si
zopet oglejmo primer.
Slika 32: Zgled mnoºic A in B v grafu P4({1}) ⊓ C5
Na sliki 32 je prikazan produkt P4({1}) ⊓ C5. Z belimi vozli²£i je ozna£ena
neka dominantna mnoºica D grafa P4({1}) ⊓ C5. Vozli²£i mnoºice A sta ozna£eni s
kvadratoma, vozli²£i mnoºice B pa s kolobarjema.
Naj bo y ∈ B. Tedaj morajo biti vsa vozli²£a iz sloja Gy dominirana izklju£no
z vozli²£i, ki se nahajajo znotraj tega sloja. Vozli²£a iz B namre£ niso sosednja z
vozli²£i iz D∗. Sledi, da je za y ∈ B
|D ∩Gy|≥ γ(Pm). (5.9)
Poleg tega je D∗ ∪ B dominantna mnoºica grafa H, torej je |D∗ ∪ B|≥ γ(H) in
posledi£no je
|A|≤ n− γ(H). (5.10)
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Mnoºice A, B in D∗ so namre£ disjunktne in V (H) = A∪B∪D∗. V (5.11) na prvem
koraku upo²tevamo, da so dane mnoºice disjunktne. Prvi £len za prvo neenakostjo
dobimo z uporabo (5.1) in (5.3), drugi £len z uproabo (5.9) in tretji £len z uporabo





≥ |D∗|γ(Pm) + |B|γ(Pm) + |A|(γ(Pm)− 1)
= nγ(Pm)− |A|
≥ nγ(Pm)− (n− γ(H))
= n(γ(Pm)− 1) + γ(H).
(5.11)
Iz neenakosti (5.7) in (5.11) sledi
γ(Pm(U) ⊓H) = n(γ(Pm − 1) + γ(H)
in izrek je dokazan.
S pomo£jo tega rezultata bomo zdaj izpeljali spodnjo mejo za dominantno ²tevilo
grafa Pm(Ui) ⊓H za U1 ⊂ · · · ⊂ Un, kjer je |Uk|= k za k ∈ [n].
Opomba. V nadaljnjem bomo graf P0 ena£ili z ni£elnim grafom; to je z grafom brez
vozli²£ in povezav.
Izrek 5.3. Za vsak m ∈ N, poljuben s ∈ [m] in poljuben graf H reda n velja
γ(Pm(Us) ⊓H) ≥ γ(H)γ(Ps) + (n− γ(H))γ(Pm−s),
kjer je Us = {x1, . . . , xs} in xi i-to vozli²£e poti Ps za i ∈ [s].
Dokaz. Fiksirajmo graf H reda n. Dokaz bomo za£eli z indukcijo na m. Preverili
bomo primere za m = 1, 2 in 3. Naj bo m = 1. Neenakost preverjamo za graf
P1(U1) ⊓H. V tem primeru je Us = U1 = V (P1), zato je
γ(P1(U1) ⊓H) = γ(P1H) ≥ γ(H)γ(P1).
Naj bo m = 2. e je s = 1, po izreku 5.2 velja
γ(P2(U1) ⊓H) = nγ(P2) = γ(H)γ(P1) + (n− γ(H))γ(P1).
Upo²tevali smo ²e, da je γ(P2) = γ(P1). e je s = 2, je Us = U2 = V (P2) in
hierarhi£ni produkt lahko zopet ena£imo s kartezi£nim:
γ(P2(U2) ⊓H) = γ(P2)H) ≥ γ(H) = γ(H)γ(P2) + (n− γ(H))γ(P0).
Naj bo m = 3. e je s = 1, po izreku 5.2 velja
γ(P3(U1) ⊓H) = nγ(P3) = (n− γ(H))γ(P3) + γ(H)γ(P3)
= γ(H)γ(P1) + (n− γ(H))γ(P2).
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Upo²tevali smo ²e, da je γ(P1) = γ(P2) = γ(P3). Naj bo zdaj s = 2 in D poljubna
dominantna mnoºica grafa P3(U2) ⊓ H ter D∗ = {y ∈ V (H); (x2, y) ∈ D}. e za
nek izbrani y velja, da je y ∈ D∗, je |D ∩ Gy|≥ 1. e po drugi strani y /∈ D∗, je




|D ∩Gy|≥ n = (n− γ(H)) + γ(H)
= (n− γ(H))γ(P1) + γ(H)γ(P2).
e je s = 3, je Us = U3 = V (P3), zato je
γ(P3(U3) ⊓H) = γ(P3H) ≥ γ(H) = γ(H)γ(P3) + (n− γ(H))γ(P0).
Sledi indukcijski korak za m. Denimo, da za nek ksen k in vse m ∈ [k] izrek
velja. Radi bi pokazali, da izrek velja tudi za graf Pm(Us) ⊓H, kjer je m = k + 1.
Dokaz nadaljujemo z indukcijo na s. Naj bo za bazo indukcije s = 1. e je m ≡
0, 2 (mod 3), je po izreku 5.2
γ(Pm(U1) ⊓H) = nγ(Pm) = (n− γ(H))γ(Pm) + γ(H)γ(Pm)
≥ (n− γ(H))γ(Pm−1) + γ(H)γ(Pm)
≥ (n− γ(H))γ(Pm−1) + γ(H)γ(P1).
Tu smo upo²tevali ²e, da za m ≡ 0, 2 (mod 3) velja γ(Pm) ≥ γ(Pm−1). Podobno za
m ≡ 1 (mod 3) dobimo
γ(Pm(U1) ⊓H) = n(γ(Pm)− 1) + γ(H)
= nγ(Pm−1) + γ(H)γ(P1)
≥ (n− γ(H))γ(Pm−1) + γ(H)γ(P1),
saj je za m ≡ 1 (mod 3) γ(Pm) = γ(Pm−1).
Denimo torej, da za nek ksen j ∈ [m− 1], za vse s ∈ [j] izrek velja:
γ(Pm(Us) ⊓H) ≥ γ(H)γ(Ps) + (n− γ(H))γ(Pm−s).
Naj bo s = j + 1 in D poljubna dominantna mnoºica grafa Pm(Us) ⊓H. Ozna£imo
D∗ = {y ∈ V (H); (xs, y) ∈ D}, A = NH(D∗) \ D∗ in B = V (H) \ (A ∪ D∗). Na
sliki 33 je za graf P5({1, 2, 3, 4}) ⊓ P4 z belimi vozli²£i ozna£en primer dominantne
mnoºice, katere del je tudi vozli²£e, ki je ozna£eno s kolobarjem z belim polnilom.
To vozli²£e je edini element mnoºice D∗. V mnoºici A je vozli²£e, ki je ozna£eno s
kolobarjem s sivim polnilom, v mnoºici B pa vozli²£i, ki sta ozna£eni s kvadratom.
Naj bo najprej s = m. Ker smo v bazi indukcije na m izrek preverili za m = 1, 2, 3,
je torej m > 3. Tako lahko deniramo G
′
kot podgraf grafa Pm(Us) ⊓ H, ki ga
inducira mnoºica
{(xi, y); i ∈ [s− 3], y ∈ V (H)}.
e je y ∈ D∗, je
|D ∩Gy|≥ |D ∩G
′
y|+|D ∩ {(xs−2, y), (xs−1, y)}|+1,
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Slika 33: Primer mnoºic D∗, A in B za graf P5({1, 2, 3, 4}) ⊓ P4
saj je v tem primeru eno vozli²£e gotovo v D ∩Gy; namre£ (xs, y). e je y ∈ A, je
|D ∩Gy|≥ |D ∩G
′
y|+|D ∩ {(xs−2, y), (xs−1, y)}|,
saj je v tem primeru vozli²£e (xs, y) dominirano s strani vozli²£a (xs, ỹ) iz nekega
sosednjega G-sloja za ỹ ∈ D∗. e je y ∈ B, je
|D ∩Gy|≥ |D ∩G
′
y|+|D ∩ {(xs−2, y)}|+1,





≥ |D ∩G′ |+|D ∩Hxs−2|+|D ∩Hxs−1|+|D∗|
≥ γ(Ps−3H) + |B|+|D∗|.
(5.12)
Prva neenakost v (5.12) sledi iz zgornjega razmisleka. V drugi neenakosti upo²te-
vamo, da je G′ tudi kartezi£ni produkt Ps−3H. Poleg tega je za vsak y ∈ B
(xs−1, y) ∈ D, torej je
⋃
y∈B(xs−1, y) ⊆ D ∩ Hxs−1 in seveda je tudi D ∩ Hxs−1 ⊆
(D ∩Hxs−1) ∪ (D ∩Hxs−2).
Ker je D∗ ∪B dominantna mnoºica grafa H, je |B|+|D∗|≥ γ(H) in zato
|D|≥ γ(Ps−3H) + γ(H).
V danem primeru je s − 3 = j − 2. Po indukcijski predpostavki vemo, da je za
m = j − 2 in Uj−2:
γ(Pj−2(Uj−2) ⊓H) = γ(Pj−2H)
≥ γ(H)γ(Ps−3) + (n− γ(H))γ(P0)
= γ(H)γ(Ps−3).
Odtod sledi
|D|≥ γ(Ps−3H) + γ(H) ≥ γ(H)γ(Ps−3) + γ(H) ≥ γ(H)γ(Pm).
Naj bo zdaj s = j + 1 < m. Deniramo G
′′
kot graf, ki ga inducira mnoºica
{(xi, y); i ∈ [s− 2], y ∈ V (H)}.
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e je y ∈ D∗, je
|D ∩Gy| ≥ |D ≥ G
′′
y |+|D ∩ {(xs−1, y)}|+γ(Pm−(s+1)) + 1
≥ |D ∩G′′y |+|D ∩ {(xs−1, y)}|+γ(Pm−s).
e y /∈ D∗, je
|D ∩Gy|≥ |D ∩G
′′





|D ∩G′′y |+|D ∩ {(xs−1, y}|+γ(Pm−s)
= |D ∩G′′ |+|D ∩Hxs−1|+nγ(Pm−s)
≥ γ(Ps−2H) + nγ(Pm−s).
(5.13)
V danem primeru je s − 2 = j − 1. Po indukcijski predpostavki za m = j − 1 in
Uj−1 velja
γ(Pj−1(Uj−1) ⊓H) = γ(Pj−1H)
≥ γ(H)γ(Ps−2) + (n− γ(H))γ(P0)
= γ(H)γ(Ps−2).
(5.14)
Iz (5.13) in (5.14) sledi:
|D| ≥ γ(H)γ(Ps−2) + nγ(Pm−s)
= γ(H)γ(Ps−2) + (n− γ(H))γ(Pm−s) + γ(H)γ(Pm−s)
≥ γ(H)(γ(Ps)− 1) + (n− γ(H))γ(Pm−s) + γ(H)
= γ(H)γ(Ps) + (n− γ(H))γ(Pm−s).
e v izreku 5.3 za korensko mnoºico vzamemo Um, dobimo kartezi£ni produkt
in (n− γ(H))γ(Pm−s) = 0. Neenakost se torej prepi²e v
γ(PmH) ≥ γ(Pm)γ(H).
Med drugim smo torej pokazali tudi to, da Vizingova domneva velja za poti.
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6 Zaklju£ek
Vsak povezan graf lahko na enoli£en na£in razcepimo na prafaktorje glede na karte-
zi£ni oziroma hierarhi£ni produkt. V delu so za potrebe dokaza te trditve vpeljani
nekateri novi pojmi in koncepti, kot na primer podprodukti, kvadrati, polkvadrati
in (hierarhi£no) konveksni gra. Razcep ni enoli£en v rezredu (morda) nepovezanih
grafov. Trditev je najprej dokazana za kartezi£ni produkt in nato ²e za njegovo
posplo²itevhierarhi£ni produkt.
Druga tematika zajema dominantno ²tevilo, ki predvsem v sklopu hierarhi£nega
produkta ponuja bistveno manj oprijemljivih dognanj. Poleg tega dejstvo, da je
hierarhi£ni produkt posplo²itev kartezi£nega, v miselnem procesu ne pride tako do
izraza, kot pri faktorizaciji. Zdi se, da je razkorak med produktoma v sklopu domina-
cije precej ve£ji, kot pri prou£evanju faktorizacije. Analiziramo dominantno ²tevilo
kartezi£nega produkta in izpeljemo nekaj osnovnih mej. Predstavimo Vizingovo
domnevo in pokaºemo, da velja za drevesa. Za dominantno ²tevilo hierarhi£nega
produkta izpeljemo lastnosti, ki se v glavnem ti£ejo primerov, ko je vsaj eden izmed
faktorjev pot.
Poleg dveh osrednjih tematik, se delo ob vpeljavi hierarhi£nega produkta dota-
kne tudi nekaterih njegovih osnovnih lastnosti. Analiziramo tudi pojem vozli²£ne
hierarhije in nekatere metri£ne lastnosti. Obravnavamo hierarhi£ni produkt, kakr²en
je bil prvotno vpeljan (danes znan kot korenski produkt) in njegovo posplo²itev.
Lepota hierarhi£nega produkta ima vsaj dva zorna kota, ki sta si precej naspro-
tujo£a. Po eni strani lahko nanj enostavno prenesemo ²tevilne ideje z bistveno bolj
raziskanega kartezi£nega produkta. S posplo²itvijo operacije se posplo²ijo tudi raz-
misleki in trditve. Po drugi strani sta si operaciji vendarle tako razli£ni ºe v povsem
osnovnih lastnostih kot je komutativnost, da se nekaterih sklepov ne da enostavno
prenesti z ene na drugo. S tega vidika hierarhi£ni produkt odpira neodvisna podro-
£ja raziskave, ki morda ponujajo ve£ji izziv in hkrati zagotavljajo moºnost prenosa
odkritji na bolj fundamentalne operacije.
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